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7 Aufzählbarkeit und Entscheidbarkeit

BisherwarunsnurdieEntscheidbarkeitbekannt,wobeiwir wußten,daßzumBeispieldasSelbst-
anwendungsproblemunddasHalteproblemnicht entscheidbarsind.

Jetztbehandelnwir dieAufzählung, welcheunseineeinseitigeEntscheidbarkeit beisolchen
Problemenermöglicht.

SpeziellderSatzB, dessenBeweisdaszentraleThemadieserVorlesungwar, sagtaus,daß
beieinergegebenenMengeM AufzählbarkeitvonM, M ErgebnisbereicheinerTuring-Maschine,
M HaltebereicheinerTuring-Maschine,M partiell-rekusiv undM

�
Chomsky-0äquivalentunter-

einandersind.

Definition A:

Sei X ein endlichesAlphabet. Eine beliebigeMenge � ����� heißtaufzählbarwenn � �	�
oderwenneseineTuring-Maschine
 mit 
�����
������������������������ gibt.

1. ��� � und ��!� � ,

2. 
 hält für jedeEingabe"$# an, %�& ' und % ��( ,

3. � �*),+.-���/0��"$#,�1" %2& '13
FürdenBeweisvonSatzB benötigenwir außerdemdenSatzQ ausderVorlesungvom12.1.2001.

SatzQ:

EineSprache45� 6 � kanngenaudannvoneinerGrammatikerzeugtwerden,wenn7�8:9 6 �<; 6 � Turing-berechenbarist.
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SatzB:

EsseieineMenge � �=��� gegeben.DannsindfolgendeAussagenäquivalent.

(i) M ist aufzählbar.

(ii) M ist ErgebnisbereicheinerTuring-Maschine.

(iii) M ist Haltebereich einerTuring-Maschine.

(iv)
7�>

ist partiell-rekursiv.

(v) M ist Elementvon Chomsky-0.

Vorgehensweise

VerwendungdessogenanntenRingschlusses��?@�BA ��?C?@�BA ��DE��A ��?CDE�BA ��?C?C?@�:A ��?@� als
Beweistechnik.

Beweis

��?@�0F ��?C?@� :
NachderDefinitionA wird derFall, daßdieMengeM leerist �C� �G�H� voneinernichthaltenden
Turing-Maschineberechnet.

��?C?@�0F ��DE� :
Nach Satz Q kann zu jeder Turing-Maschine
I� �C
������������������������ eine Grammatik JK/ �� ( ��6L��MN��OP� konstruiertwerdenmit 4��QJK/����*)�R.STD<"U+.-���/��QR.�0�VD03 .
Ergänze JK/ zu JK/�W , sodaß 4���JK/�WX�=� )�D."U+.-���/0��R.�0�VD03 . Damit ist JK/�W eine Chomsky-0-
Grammatik.

��DE��F ��?CDE� :
Auch hier ist wiederder Satz Q anwendbar. Eine Funktion heißtTuring-berechenbar, wenn
eineTuring-Maschineexistiert,welcheL akzeptiert.WennalsoeineTuring-Maschineexistiert,
welcheL nach

7�8:9 6Y� ; 6Y� berechnetundanhältist L vomTyp Chomsky-0.

��?CDE��F ��?C?C?@� :
NachDefinition von

7�>
gibt eseineTuring-Maschine,die für alleWörter R � � mit AusgabeZ@Z � ��� anhält.

7�> ��R.�0�
[ Z@Z ��R � �\ � sonst
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��?C?C?@�0F ��?@� :
Sei 
��]��
������������������������ eineTuring-Maschineund � �^��� derHaltebereichdieserTuring-
Maschine:� �*)�D � ����"$+.-���/H��DE� existiert 3 .
Falls � _�G� , dannist � aufzählbar. Nehmenwir alsoan,esseialso � _�*� , dannkonstruieren
wir einenAlgorithmus , der zur Eingabe "$# mit %`&a' ein Element R # � � liefert, so daß� �^)�R<b���RNc���RNde�efXfXfg3 existiert.

Algorithmus

1. Da � _�*� , wähleeinWort h � � beliebigfest.

2. Sei ijb � � derersteBuchstabe(bzgl. derlexikographischenReihenfolge).
(1) ijbYk iHcLk iHdLkGfXfXf�"liHm � �
(2) no��D � ��� 9 n2k*DpA entweder " n�"Pk`" DP" oderfalls "$n�"j�q"$DP" , n=_�^D , n��^nPb�nrc�fXfXfUn # ,D*� DHb�D�c�fXfXfUD # und es gilt: nPb2� DHb��efXfXfX��nrm:� D�m , nrmlsPb _� D�mlsPb , dannist nrmlsPbtk�D�mlsPb .
Fortgesetztauf u .

3. ( 9 � �<; � � NachfolgerfunktionbezüglichderlexikongraphienOrdnung � ( ��v����Gijb�� ,
welchedurcheineTuringmaschinerealisiertwerdenkann.

4. Wir betrachtendenAlgorithmus,welcherzu "$# , %�&a' ein Wort R # � � liefert. Die
zugehörigeTuring-Maschinew
 arbeitetso:

Anfang:

" # steheaufdemBand,dannschreibe:

S�hHSTvexV!� ������y,S�iES
dahinter

" # S�hHSTvexG!� ��z���y,S�iES
wobei v.�VRN� undwiederumdaraus

" # S�hHS{xV!� ��z���y,S�iES
Iteration:
Sei 
 dieTuring-Maschinemit HaltebereichM. Wenn 
 eineZwischensituationerreichthat,dann
entstehtfolgenderZustand:

"$|YS�hHSTR<bCxV!� nPb�}�b�DHb�y�RNc�xG!� nrc�}�c�D�c�yEfXfXfly�RN~�xG!� nr~�}�~�D�~�y,STR.S
3



Mitschrift TheoretischeInformatikvomFr, 26.01.2001

wobei nE��}���De� Konfigurationenvon derTuring-Maschine
 sind. Dannüberführt 
 jedeKompo-
nentenE�e}���De� in dieFolgekonfigurationnj�� }e�� D,�� mit }��Y�Vv , falls dieÜbergangsfunktion

�N�C}����e��� irgendwas�Y�q��} �� �e�����j� eineHaltekonfigurationliefert. Am EndedesBandesstellt man
dieStartkonfigurationfür w ein („ !� }���R.y “) undläßtdieTuring-Maschine„ S ( ��R.�jS “ dahinter
schreiben.

" # S�hHSTR<bCxG!� n � b } � b D � b y�RNc�x�fXfXfURN~�xG!� n � ~ } �~ D �~ y�RLxG!� ����R.y,S ( ��R.�jS
Danachsoll dieTuring-MaschinefolgendenAlgorithmusausführen:

if �q�V' then „ löscheallesbis aufz“; stop
else � 9 �V�	� � („Streicheein ’|’ “)

while esexistiert } �� �G� do
nimmdaskleinstej mit } �� �G� ;
if �q�V' then „ löscheallesbisauf R�� “; stop

else„ lösche R���xG!� n �� D �� y “; � 9 �V�`� � ;
fi

od
„StelleLSKauf daserste !� “;

fi

Wennkein stop erreichtwurde,startedie Iterationerneut.Mit derTuring-Maschinew
 kann
nachderChurchscherThese1 simuliertwerden.Dabeisimuliert w
 schrittweisealle Konfigurati-
onsübergängefür alleEingabenaus� � .

Diesgeschied,indemimmerwenn 
 ein x schreibt,vergleicht w
 ihreEingabemit demgerade
erzeugtenWort. Sindsiegleich,soakzeptiertw
 , sonstsimuliert w
 weiterhin 
 .

Wenn R � � ist, sodaßdie Komponente,welchemit w gestartetwurde,dafürsorgt, das 

irgendwannterminiert. Für ein ganzbestimmtesSymbolwird ein w ausgegeben,aberauchnur
solche,für die 
 terminiert.

1Die Annahme,daßdie intuitiveVorstellungäquivalentderKlassederpartiell-rekursivenFunktionenist
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UnterschiedezwischenAufzählbarkeit � Entscheidbarkeit

asymmetrischePhänomene symmetrischePhänomene

aufzählbareMengenM entscheidbareMengen;�� � �
haltendeTM und ; � !� �
Menge �
nichthaltendeTM

Der Komplex der Entscheidbarkeit ist sehrumfangreichund wurde in der Vorlesungnur
angeschnitten.

Definition C

EsseiX einendlichesAlphabet.EineMenge � �=��� heißtentscheidbar, wennihre charakte-
ristischeFunktion � > berechbarist.

T T

ja/nein

M M

jaja

SatzD

EineMenge � �=��� ist entscheidbar, wennM und ���0�L� aufzählbarsind.

Beweis

„ F “: Die MengeM ist entscheidbar, wenn F �p� berechenbarist mit einerTuring-Maschine
 . Dazuwandeltmandie Turing-Maschine
 soab,sodaß
 in eineEndlosschleifegerät,wenn� > ��R.�0� Z . Die neueTuring-Maschineberechnet
 > .

„ � “: Beweisidee:Man lasseeineTuring-Maschine
eb und eineTuring-Maschine
�c für �
bzw. ���L�{� parallelSchritt für Schritt laufen. Die Maschine,welcheterminiert, liefert die
Antwort, obeinWort � � � oder � � ���0�L� ist.
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Definition & SatzE

EsseiENT dieKlassederentscheidbarenSprachen.
DesweiterenAUF dieKlassederaufzählbarenSprachen.
Danngilt:

1. JedeSpracheist aufzählbarundentscheidbar.

2. ENT ist abgeschlossengegenVereinigung�C��� , Durchschnitt�C��� , Komplement� R<� , Stern-
bildung ���j� undKonkatenation���g� .

3. AUF ist abgeschlossengegenVereinigung �C��� , Durchschnitt ����� , Sternbildung���j� und
Konkatenation���g� , abernichtgegendasKomplement� R<� .

Zum AbschlußnocheinpaareinfacheBeispielezumThemaEntscheibarkeitsprobleme:

DasWortpr oblem:

Liegt einWort w in derSpracheL odernicht? (BekanntausTheorie1)

DasLeerheitsproblem:

EsseieineGrammatikG gegeben.ExistierteinAkzeptorder 4��QJ{���G� akzeptiert?

DasEndlichheitsproblem:

Ist bei einergegebenenGrammatikG "U4��QJ{��"EkV� ?

DasSchnittproblem:

Ist derSchnittzweierGrammatiken JTb und JKc leer?

DasÄquivalenzproblem:

Definierenzwei reguläreGrammatiken JTb und JKc dieselbeSprache?
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