Theoretischénformatik 2
AusarbeitunglerVorlesungvom Fr, 26.01.2001

HenrykFeider
(Matr.: 702899)

7 Aufzahlbarkeit und Entscheidbarkeit

Bisherwarunsnurdie Entscheidbar&it bekanntwobeiwir wul3ten daRzzumBeispieldasSelbst-
anwendungspmblemund dasHalteproblemnicht entscheidbasind.

Jetztbehandelwir die Aufzéhlung, welcheunseineeinseitigeEntscheidbar&it beisolchen
Problemerermdglicht.

Speziellder Satz B, desserBeweisdaszentraleThemadieserVorlesungwar, sagtaus,dal3
beieinergegebenemMengeM AufzéhlbarleitvonM, M ErgebnisbereiceinerTuring-Maschine,
M HaltebereickeinerTuring-MaschineM partiell-rekusiv und MeChomsk-0 &quivalentunter
einandessind.

Definition A:

Sei X ein endlichesAlphabet. Eine beliebigeMenge M C X* heiRtaufzahlbarwenn il = (§
oderwenneseineTuring-Maschiner mit 7 = (S, X, T, d, s¢, ) gibt.

1. X CTundb ¢ X,
2. 7 héltfir jedeEingabe” an,n > 0 undn € N,
3. M = {Res, (|")[n > 0}
FirdenBeweisvon SatzB benétigerwir aul3erdendenSatzQ ausderVorlesunggom12.1.2001.

SatzQ:

Eine Sprache. C T* kanngenaudannvon einerGrammatikerzeugtwerden wenn
Yy T* — T* Turing-berechendrist.
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SatzB:

EsseieineMengeM C X* gegeben.DannsindfolgendeAussageriaquialent
() M istaufzahlbar

(i) M ist ErgebnisbereicleinerTuring-Maschine.

(@iif) M ist Haltebereit einerTuring-Maschine.

(iv) oy, istpartiell-rekursy.

(v) M ist Elementvon Chomsk-O.

Vorgehensweise

VerwendungdessogenannteiRingschlussesi) < (ii) & (v) & (iv) & (iii) & (i) als
Beweistechnik

Beweis
(1) = (ii):

NachderDefinition A wird derFall, daRdie MengeM leerist (A = {}) voneinernichthaltende
Turing-Maschinéerechnet.

(ii) = (v):

Nach Satz Q kann zu jeder Turing-Maschiner = (S, X,T,d,s,b) eine GrammatikG, =
(N, T, P, o) konstruiertwerdenmit L (G, ) = {w#v |Res, (w) = v }.

ErgénzeG, zu G, sodalRL (G,) = {v|Res, (w)=v}. Damitist G, eine Chomsk-0-
Grammatik.

(v) = (iv):

Auch hier ist wiederder Satz Q anwendbar Eine Funktion heil3t Turing-beredchenbar wenn
eineTuring-Maschinexistiert, welchelL akzeptiert. Wennalsoeine Turing-Maschinesxistiert,
welcheL nachy;, : T* — T* berechnetindanhéltist L vom Typ Chomsi-O.

(tv) = (it7):
NachDefinitionvonv,, gibt eseineTuring-Maschinedie fur alle Worterw € M mit Ausgabe

] L tt,w € M
Y * 'Y )) = ’
tt € X* anhalt.v)y, (w) { 1, sonst
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(iii) = (i):
Seit = (5, X,T',9,s¢,b) eineTuring-Maschineund A/ C X* der HaltebereichdieserTuring-
Maschine:

M = {v € X*|Res.(v) existiert}.
Falls M +# (), dannist M aufzéhlbarNehmenwir alsoan,esseialsoM # (), dannkonstruieren
wir einenAlgorithmus, der zur Eingabe|” mit n > 0 ein Elementw, € M liefert, so daf3
M = {wy,wy, w3, ...} existiert.

Algorithmus
1. DaM # @, wahleeinWort = € M beliebigfest.

2. Seia; € X derersteBuchstabdbzgl. derlexikographischeReihenfolge).
MWa <ay<az<..le; € X
(2 u,v € X*: u< v <& entwederju| < |v|oderfalls |u| = |v|, u # v, u = wyuy...u,,
v = vug.v, undesgiltt wy = vy, u; = v, wigpy F v, dannist wyy < vy
Fortgesetzauf <.

3. N : X* — X* NachfolgerfunktiorbeziglichderlexikongraphierOrdnung(N(¢) = a,),
welchedurcheineTuringmaschineealisiertwerdenkann.

4. Wir betrachterden Algorithmus, welcherzu |", n > 0 ein Wort w,, € M liefert. Die
zugehorigeluring-Maschine arbeitetso:

Anfang:

| steheauf demBand,dannschreibe:

H#oFtep ¢ sobSH#a#
dahinter
|"#2#c8 ¢ s,bSH#aF

wobeis = wy undwiederumdaraus

|"#240 & s,bS#a#

Iteration:
Seir die Turing-Maschinenit HaltebereititM. Wennr eineZwischensituatiorrreichthat,dann
entstehfolgenderZustand:

| # 24w B ¢ uyqruiSwe & usqove$...$w, B & usq.v SHwH#

3
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wobeiu;q;v; Konfigurationenvon der Turing-Maschiner sind. Danntberfihrtr jede Kompo-
nenteu;¢;v; in die Folgekonfigurationu;¢;v; mit ¢; = ¢, falls die Ubemangsfunktion

3 (¢;.- irgendvas = (¢}.-, 1) eineHaltelonfigurationliefert. Am EndedesBandesstellt man
die Startlonfigurationfiir w ein (, ¢ ¢ow$") undlaitdie Turing-Masching #N (w) #“ dahinter

schreiben.
|"#z#w 5 ¢ v\ viSwaf.wf ¢ u g uiSwh & sqwSHN (w) #
Danachsoll die Turing-MaschindolgendenAlgorithmusausfihren:

if m = 0 then ,I6scheallesbis aufz‘; stop
elsem := m — 1 (,,Streicheein’|" )
while esexistiert¢; = e do
nimm daskleinstej mit ¢; = ¢;
if m = 0 then, l0scheallesbisaufw;"; stop
else,loschew;3 ¢ u’j v;. S moi=m — 1;
fi
od
, StelleLSK auf daserste¢*;
fi

Wennkein stop erreichtwurde, startedie Iterationerneut.Mit der Turing-Maschiner kann
nachder Churchschemhesé simuliertwerden.Dabeisimuliert7 schrittweisealle Konfigurati-
onsubegangefir alle EingaberausX*.

Diesgeschiedindemimmerwennr ein 3 schreibtyergleicht7 ihre Eingabemit demgerade
erzeugtertWort. Sindsiegleich,soakzeptiertr, sonstsimuliert7 weiterhinr.

Wennw € M ist, sodaldie Komponentewelchemit w gestartewvurde, dafiir sogt, dasr
irgendvannterminiert. Fur ein ganzbestimmtesSymbolwird ein w ausggeben aberauchnur
solche fir die 7 terminiert/]

!Die Annahme daRdie intuitive Vorstellungaquivalentder Klasseder partiell-rekursienFunktionenist

4



Mitschrift Theoretischénformatik vom Fr, 26.01.2001

UnterschiedezwischenAufzahlbark eit ++ Entscheidbarkeit

asymmetrisch@hanomen¢ symmetrisché®hanomene

aufzahlbarevlengenM entscheidbar®engen— = € M
haltendeTM und— x ¢ M
MengeM

nichthaltendel'M

Der Komplex der Entscheidbargit ist sehrumfangreichund wurde in der Vorlesungnur
angeschnitten.

Definition C

EsseiX einendlichesAlphabet.EineMengeM C X™* heil3tentscheidbar, wennihre charakte-
ristischeFunktion X', berechbarst.

ja/nein

SatzD
EineMengeM C X*istentscheidbgawennM und X* \ A aufzéhlbarsind.

Beweis

,=" Die MengeM ist entscheidbamwenn=- X berechenbaist mit einerTuring-Maschine
7. Dazuwandeltmandie Turing-Maschiner soab, sodal3r in eineEndlosschleifegerat,wenn
X (w) = t. Die neueTuring-Maschineberechnet,,.

,<". Beweisidee:Man lasseeine Turing-Maschiner; und eine Turing-Maschiner, fur M
bzw, X*\ M parallel Schrittfir Schrittlaufen. Die Maschine,welcheterminiert, liefert die
Antwort, obeinWort W € M oder € X*\ M ist. []
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Definition & SatzE

EsseiENT die KlassederentscheidbareBprachen.
DesweitererAUF die KlassederaufzahlbarerSprachen.
Danngilt:

1. JedeSprachast aufzdhlbarundentsteidbar

2. ENT istabgeschlossayegenVereinigungU), Durchschnitf{n), Komplementw), Stern-
bildung (x) undKonkatenatioft).

3. AUF ist abgeschlossegegen Vereinigung(U), Durchschnitt(n), Sternbildung(x) und
Konkatenatior{-), abernicht gegendasKomplemeniw).

Zum Abschlu3nochein paareinfacheBeispielezum ThemaEntsdeibarkeitspiobleme

DasWortpr oblem:
LiegteinWort w in der Sprachd. odernicht? (BekanntausTheoriel)

DasLeerheitsproblem:

EsseieineGrammatikG gegeben Existiertein Akzeptorder L (G) = (} akzeptiert?

DasEndlichheitsproblem:

Ist bei einergegebenerGrammatikG | L (G)| < oo ?

Das Schnittproblem:

Ist der SchnittzweierGrammatilenG, und G, leer?

DasAquivalenzproblem:

DefinierenzweiregulareGrammatilenG; undG, die selbeSprache?



