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Korollar: Kleene’schesNormalformtheorem

Zu jederTuring-berechenbarenoderRM-berechenbarenoder � -rekursivenFunktion � , gibt eskonstruktiv
primitiv rekursiveFunktionen��� ,��� und � , sodaß �	��

����������������
�� � �	��

����� .

MankommtzumSchluß,daß:��� �
partiell � rekursiveFunkionen

� � ����� 
total � rekursiveFunktionen 

primitiv � rekursiveFunktionen
Die primitive Rekursionwird in denimperativenProgrammiersprachen,wie etwa !#"%$ � "�& , durch�
'�( -Schleifenumgesetzt.Die Anzahlderineinanderverschachtelten�
'�( -Schleifenwird alsSchachteltiefe

bezeichnet;dabeiist dieSchleifenzahlaufeinerEbeneunerheblich.
Alle primitiv-rekursive Funktionen,die ohnedenOperatorprimitive Rekursionauskommthabendie

Schachteltiefe� . DiessinddieKonstante,NachfolgerundProjektion.Alle primitiv-rekursivenFunktionen,
die dasprimitive Rekursionschemamit Funktionender Schachteltiefe) zur Definition verwenden,haben
dieSchachteltiefe)�*,+ .

Sobenötigtmanbeispielsweisefür derUmsetzungderAddition alsprimitiv-rekursivesProgrammeine�
'�( -Schleife. Somithatdie Addition die Schleifentiefe1. Bei derprimitiv-rekursiv definiertenMultipli-
kationhandeltessichum zwei ineinanderverschachtelteAdditionen( �
'�( -Schleifen).Die Schachtlungs-
tiefe beträgtalso2. Die nachfolgendeTabellegibt die Schachtlungstiefederbisherbehandeltenprimitiv-
rekursivenFunktionen:

Funktion Schachteltiefe

Addition 1 
�*.-/�0��
�*,�1-#�2+3�	*2+3�
Sub1 1
Mult 2 
�45-/�6��
�47�1-��2+3����*�

Sub 2
Exp 3 fortgesetzteMult

DurchdieSchachteltiefesinddieprimitiv-rekursivenFunktionen8�9�:�;=< hierachisiert.
Bisherwurdegezeigt,daß 8�9�:�;=<  8?>A@CB%> . Im weiterenVerlauf wird nun die Beziehungzwi-

schendentotalenFunktionen( 8�9�:�;=< ) unddentotal-rekursivenFunktionen( B%> ) untersucht.Die primitiv-
rekursiven Funktionen 8�9�:�;=< könnendurch �
'�( -Schleifendargestelltwerden. Schonbeim Aufruf der
Schleifestehtdie Anzahl der Durchläufegenaufest. Ein Änderungist währenddesSchleifenlaufsnicht
möglich.Die total-rekursivenFunktionenB%> werdenbeiderUmsetzungalsProgrammin D%�E)GF�H -Schleifen
geschrieben.Bei diesenSchleifenstehtdie AnzahlderDurchläufeamAnfangdesSchleifenaufrufsnoch
nicht fest. Die Abbruchbedingungergibt sich,wennüberhaupt,erstwährendderLaufzeit. Da in B%> nur
totaleFunktionensind,soterminierenauchalle D%�E)GF�H -Schleifen,die B%> berechnen.

Satz: (über Ackermannfunktion)8�9�:�;=<  B%> ; die primitiv-rekursiven Funktionensind eine echteTeilmengeder beliebig � -rekursiven
Funktionen.

1 25.Januar2001



Mitschrift derVorlesungTheoretischeInformatik vom12.01.2001

Beweisidee:„ I “ DieseRichtungist durchdie Ausführungenin denzuvor gehaltendenVorlesungen
klar.

„ J� “ Um die „echte“ Teilmengenbeziehungzu zeigen,wird derGedankederfestenSchachteltiefevon�
'�( - undderunbekanntenSchachteltiefevon D%�E)GF�H -Schleifen,amAnfangdesSchleifenaufrufesnochein-
mal aufgegriffen. Für denNachweiswird die Ackermannfunktion"K��
���-E� genutzt,die wie folgt definiert
ist: "ML	N#O�P.N#ORQSN#O mit "K��
���-E�T� wobeidasProgrammfür " die Schachteltiefe- besitztund für 

ausgewertetwird. " kannnicht primitiv-rekursiv sein,wegender erstam Endeder Laufzeit bekannten
Schleifentiefe.

Die Ackermann-Funktiondient in derInformatik oft zur Analysevon Berechenbarkeitsproblemen.Sie
ist durchdie Regeln"K��
��T���5�A
#*,+VUGW	
YXRN#O"K������-E�5�,"K��+���-/��+3�EUGW�-YXRN�U"K��
�*,+���-K*,+3�V�A"K��"K��
���-�*,+3�T��-E�EUGW	
���-RXRN#O definiert.

Esist nochzuzeigen,daßzu jederprimitiv rekursivenFunktion �ZL3N#OKQ[N#O eineSchranke\?]�XRN#O
undein -�]ZX�N , sodaßfür alle \,^0\?] gilt: �	�1\?�#_`"K�1\V��-�]�� . Dabeiist die Schachtelungstiefe-�] für
die Ackermann-Funktionsozu wählen,daßdiesegrößerist, alsdie von � . Dieserreichtmanz.B. durch
die Wahl derSchachtelungstiefevon � zuzüglich2. Die Ackermann-Funktionwächstdadurchwesentlich
schnelleran.Verdeutlichtwerdensoll diesdurchein Beispielsowie einerGraphik:

Beispiel:"K��
��T���5�A
#*,+ ;"K��
��a+3�5�A
#*�b , cd"K��+��a+3�V�Ae ;"K��
��Tb��5�Ab�
#*�e , cf"K��b��Tb��5�6g ;"K��
��Te��5�Ab�h�i	j5��e ; cd"K��e��Te��5�,k�+�U"K��b���l��5�6+�m�g3b�m"K�1lE��l���nA+�� �GOao1p�q o1p�p�p
(DerWertentsprichtdenStellen.)
Die ErhöhungderSchachteltiefeführt zu einerrasantenVergrößerungderWerte.Die Ackermanfunk-

tion kannvonkeinerprimitiv-rekursivenFunktionnachobenbeschränktwerden.
Die folgendeGraphikveranschaulichtdenWachstumsprozeßverschiedenerFunktionsklassen.

x

f
21 3 4

Eswird deutlich,daßder Wachstum��rsXA8�9�:�;=<��1l���_t� j X,".��e��/_t�3�sX,8?>7��b���_t����uX,8?>7��+3�
ist. Die nicht-berechenbarenFunktionen(1) wachsenam schnellsten. Ein Beispiel für solchenicht-
berechenbareFunktionenist die v#w�x -��.yaHaz�{EH|(K��8 w \	}�~G)G'�\ .

2 25.Januar2001



Mitschrift derVorlesungTheoretischeInformatik vom12.01.2001

v#w�x -#��yaHaz�{EH|(K� Funktion

Anhanddiesernicht-berechenbarenFunktionsoll die UndurchschaubarkeitderArbeitsweisevon Turing-
maschinen,selbstbei einfachaussehendenAlgorithmenverdeutlichtwerden.Eswird versuchtmit x�� XN#O ZuständeneinerdeterministischarbeitendenTM möglichstviele � auf dasBandzu schreiben,bis ein
„Halt“ erreichtwird. Terminiertdie TM aufgrundderZustandsüberführungsfunktionennicht, soläßtsich
diespraktischenicht prüfen.Für \ -Zuständesinddurchden v#w�x -���yaHaz�{EH|( nur bis n=4exakteWertezu
berechnen. \ 0 1 2 3 4 5y|y��1\?� 0 1 4 6 13 ^ 4901

Schritte(ca.) 0 1 16 96

Die folgendeTuringmaschine�Z���G� x O�� x ��� x �3���|�3�����|�E���Tya���T��� x O��Tya��� mit 3 Zuständenterminiertnach
16Schrittenundhatdann6 StricheaufdasBandgeschrieben.� Einblick Aktion

1 � x O��Tya� � x �3�3���TBK�
2 � x O��3� � � x ���3����&��
3 � x �3�Tya� � x ���3���TBK�
4 � x �3�3� � � x O��3�����.�
5 � x ���Tya� � x O��3����&��
6 � x ���3� � � x ������&��

6.4. Grammatik en

In diesemAbschnittwerdendie vorgestelltenBerechnungsmodelledenbekanntenGrammatikenzugeord-
net.Um eineBeziehungzwischendendurchGrammatikenerzeugtenSprachenundTuringmaschinenbzw.
Registermaschinenbzw. partiell-rekursivenFunktionen(die Funktionenberechnen),herstellenzu können,
wird derAusgabewertderMaschinereduziert.DiesecharakteristischenFunktionenhabenalsBilder (Aus-
gabeder Maschine)nur nochzwei Symbole. Sie gebenaus„JA“,wenn DCX2&7�G�K� bzw. „NEIN“, wennD�uX2&7�G�K� . Die Ja/Nein-Aussagekönntebei technischenGerätenz.B. übereineleuchtendebzw. nicht-
leuchtendeLampeerfolgen.

Definition P:

Sei
�

ein Alphabetund ~7X � ein beliebigesaberfestgewähltesZeichen.Sei &6� �7� eineSprache,dann
ist:

(i) Die (totale)Abbildung �?�ZL �7� Q �7�
mit �?�?�1DK�V��� ~|�E�
z�F1F x DCuXR&~G~|�E�
z�F1F x D�XR&

heißtcharakteristischeFunktionvonL.

(ii) Die (partielle)Abbildung �V�ZL �7� Q �7�
mit �V�V�1DK�V� �M� �E�
z�F1F x DCuXs&~G~|�
�
z�F1F x D`XR&

heißtpartiell-charakteristischeFunktionvon L.

Für jedeSpracheläßt sich eineTuringmaschinekonstruieren,die �V�V�1DK� erkennt,nicht aber �?�?�1DK� .
Bisherwurdedie SprachklassendenMaschinenmodellenzugeordnet:

Sprachklasse Maschine

Reg
�

DA
CF

�
NPDA

Ch-0 � TM

Für die Turingmaschinen,die Ch-0 erkennen,bedeutetdiesnachder obigenDefinition, daßnur eine
einseitigeAkzeptanzbesteht.Esexistiert eineTM zu jederbeliebigenSprachedesChomsky-Typs0, die
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die Funktion �V� nicht aber �?� berechnetwerden.Die Maschinebeendetihre Arbeit nur mit Sicherheit,
wenn D�X�& ist. Im Fall D�uX�& terminiert die TM nicht mit Sicherheit. Aus diesemGrund finden
auchkeineSprachendesTyp-0 Anwendungin Programmiersprachen,da die SyntaxeinesProgrammes
nicht eindeutigals falscherkanntwerdenkann. Ein möglicher,abersehrkomplexer Lösungsansatzist die
BildungeinerKomplement-TM.

SatzQ:

Eine Sprache&[� �7� kann genaudannvon einerGrammatikerzeugtwerden,wenn �V��L �7� Q �7�
Turing-berechenbarist.

Beweis:

Anmerkung:Eswird einSimulationsbeweisgeführt.Gezeigtwird, daß
�����d� �K�s���Z�7(3z��R�sz�~G)G}
H|\

ist. Esmußgezeigtwerden:
1.) KonfigurationeinerTM

�
Wort derSprache

S

usv... ...
u v

w

2.) ÜbergängederTM
�

Grammatikregeln��� x �T

�5�0� x�� �T
 � �|�3B#��&7���.��� � w�x 
�{ � Q w 
 ��x�� { � .
Im folgendenwerden1. und2. für SatzQ gezeigt.

„ c “ Sei �����1NZ� � ��!��T�	� eine Grammatik,die & erzeugt,also &f��&7�G�K� . Man betrachtetdie
Mengender in ) AbleitungsschrittenabgeleitetenWörter für )K�����a+��Tb��a�=�=� : � OR�M�3�	� ; � ; i �Y��� w X�1NM� � � � � ��D0X � ; ,mit DAQ2� w � .

Die Turingmaschineerzeugt
� O , � � , � � , �=�=� in Form einesBreitendurchlaufsdurchden Ableitungs-

baum. Es werdenjeweils alle möglichenzu erzeugendenWörter der TM mit der EingabeD verglichen.
Die Vergleicheerfolgenstufenweise,da die astweiseAbarbeitungin Endlosschleifenführen kann. IstD�uXR& sowird dasWort auchnicht vonderTM erzeugtundsiekannnicht terminieren.Esgilt:&7�G�K�V�0��� �;=��O � ;G�	  �7�

EinesolcheTM hateineriesigeZustandsmenge,da in ihr dasgesamteWissenüberdie Produktionen¡ X6! enthaltensind. Entsprechendgigantischfällt auchdie Zahl der Zustandsüberführungenfür jede
StufedesBreitendurchlaufsaus.

4 25.Januar2001



Mitschrift derVorlesungTheoretischeInformatik vom12.01.2001

$$$ $ $

o

EineTM zurBerechnungvon �V� arbeitetfolgendermaßen:

(1) Die TM schreibtdie Menge
� O hinterdaseingegebeneWort. Als Trennsymbolwird ¢�uX�NM� �

verwendet.Fürdie AbgrenzungderWörter
� ; und

� ; i � untereinanderwerden£ und J ¤ benutzt.

b ...... bw

s0

c

1s

0M

w o $ b ......b

Abgrenzung

Masterzustand Erzeugung der TM

(2) WenndieSituation

c c cc cb w... u u ... u b ...

s1

1 2 r

mit
� ;?�0� w ���a�=�=�=� w :a� vorliegt, dannschreibtdie TM alleaus w � ableitbarenWörterhinter £ , dahinter

alleausw � ableitbaren,bisdie Menge
� ; i � rechtsvon £ steht:

cc c c

2
s

wie
oben $ v $v ... v b ...1 2 m

� ; i ���A��{��3�a�=�=�=��{�<K�
Danachwerdendie {����a�=�=�=��{�< nachlinks verschobenundtretenandie Stelleder w �a�a�=�=�=� w : .
(3) Manvergleichejedes{�¥ mit D . Fallsein D6�,{�¥ existiert,solöschedasgesamteBandundschreibe~G~ (nachderDefinitionvon �V� ). StoppeundAkzeptiere.
Falls alle {�¥sJ�0D , sogehein Konfigurationmit demZustandx � überundprüfenun

� ; i � gemäß(2)
durch.Usw....

Man sieht,ist D�X.& , somußdasVerfahrenterminieren: �.Q2¦�D und DtX � ¦ . Die TM hält anund
liefert ~G~5cf�V�?�1DK�5�2~G~ . Falls D�uXR&2L3W�)VXRN#OKL�D�uX � ; . Die TM stopptnicht cf�V�?�1DK�5�Kc � .

DurchdieTuringmaschinewird �V� berechnet.

„ § “ Sei �,�f�G$?��¨s��©5�T��� x O��Tya� einebeliebigeTuringmaschine.KonstruiereeineGrammatik �%ª���1NZ� � ��!��T�	� mit &7�G�%ª��5�A��DK«#{	� BKH x ª��1DK�5�2{E� . BKH x ª ist derWertebereichderTM.
Die ArbeitsweisederTuringmaschinewird mithilfe einerGrammatiksimuliert. Dabeisoll der jewei-

lige ZustandderTM vor denAnfangdesWortesgeschriebenwerden,auf welchemsichderSLK gerade
befindet.
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s

x usxwwu

Ein Konfigurationsübergang: ��� x �T

�%�t� x�� �T
 � � &B �?- x 
.Q x�� -�
 � � Linkseinschub�-�
 � x � � Rechtseinschub� für alle -ZX© . Die Grammatik�%ª ist wie folgt definiert:N[�6$R�R�
J ¤��|£�� x ]E�T�
�T�
�3�a_ NonterminalsnachBedarf n%� ;� �2©R�s��«/� ;! bestehtausmehrerenGruppenvonProduktionenfolgenderFunktionalität:

Gruppe 1: Erzeugungaller Wörter DK«ZJ ¤ x O�DK£ mit D0XR¨ �
DieseGrammatikist kontextsensitiv. Die Produktionsregeln !5� sindselbstauszuführen.

Gruppe 2: Simulation der TM durch Grammatikr egelnauf J ¤ x O�DK£!V�7�6� x z�¬7Qfz ��x�� ¬�� W	z#XR©5� x XZ$ mit ��� x �Tz��5� x�� � x�� �TB/� W	¬7XR©V��V� x z�£KQdz �=x�� ya£E� W	z�XR©5� x XZ$ mit ��� x �Tz��5�0� x�� �TzE�TBK� //rechtsschieben�V�3¬ x z�Q x�� ¬az�� W	z#XR©5� x XZ$ mit ��� x �Tz��5�0� x�� �Tz � ��&K� W	¬�XR©V� //links schieben�V�
J ¤ x z/Q0J ¤ x�� y|z � � W	z#XR©5� x XZ$ mit ��� x �Tz��5�0� x�� �Tz � �T������V� x z�Q x ]�z � � W	z�XR©5� x XZ$ mit ��� x �Tz����6� x�� �Tz � �T�����
Auf demBandfindetmandieSituationDK«ZJ ¤ w�x ]3{E£E� w ��{/XR© � .

Gruppe 3: ÜberflüssigeZeichenlöschen! j �`� x ]/Q­�=�=�=��� auchdieseProduktionensindeinfachselbstzu gestalten.Dabeisinddie Symbole J ¤��|£
vomBandzuentfernen.Die Markierung x ] verschwindetaufgrundderArbeitsweisederTM.

Als Ergebnisbleibt DK«#{ stehen,wennder Arbeitprozeßstopptund die TuringmaschineeineHalte-
situationerreichthat. Alle anderenSituationenführenzu Veränderungen,die ohneweitereFolge für das
Ergebnissind. ®
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