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Korollar: Kleene'schesNormalformtheorem

Zu jederTuring-berechenbarevderRM-berechenbareoaderp-rekursvenFunktion f, gibt eskonstruktiv
primitiv rekursive Funktionery; ,g» undh, sodalRf(z) = gi1(g2(z, ph(z))).

Man kommtzum Schluf3,daf3:

TM <« partiell— rekursve Funkionen< Ch—0

total — rekursive Funktionen

primitiv — rekursive Funktionen

Die primitive Rekursionwird in denimperatven Programmiersprachemjie etwa PASC AL, durch
for-SchleifenumgesetztDie Anzahlderineinandewerschachtelterfior-Schleifenwird als Schachteltiefe
bezeichnetdabeiist die Schleifenzahbuf einerEbeneunerheblich.

Alle primitiv-rekursive Funktionen,die ohneden Operatorprimitive Rekursionauskommthabendie
Schachteltief®. Diessinddie KonstanteNachfolgerundProjektion.Alle primitiv-rekursivenFunktionen,
die dasprimitive Rekursionschemmit Funktionender Schachteltiefeé zur Definition verwendenhaben
die Schachteltiefé + 1.

Sobendtigtmanbeispielsweisélir derUmsetzungler Addition als primitiv-rekursvesProgramneine
for-Schleife. Somithatdie Addition die Schleifentiefel. Bei der primitiv-rekursiv definiertenMultipli-
kation handeltessich um zwei ineinandewerschachtelt@dditionen( for-Schleifen). Die Schachtlungs-
tiefe betrégtalso2. Die nachfolgend&@abellegibt die Schachtlungstiefder bisherbehandeltemrimitiv-
rekursiven Funktionen:

| Funktion | Schachteltiefe] \

Addition 1 z+y=(z+(y—1)+1)
Subl 1
Mult 2 zxy=(z*x(y—1)) +=x
Sub 2
Exp 3 fortgesetzteviult

Durchdie Schachteltiefesinddie primitiv-rekursivenFunktionenf, ;. hierachisiert.

Bisherwurde gezeigt,dalR Fy, i & F ;Ct R,. Im weiterenVerlauf wird nun die Beziehungzwi-
schendentotalenFunktionen(F, ;) und dentotal-rekursven Funktionen(R2,,) untersuchtDie primitiv-
rekursven FunktionenFy,,;,, kénnendurch for-Schleifendamgestelltwerden. Schonbeim Aufruf der
Schleifestehtdie Anzahl der Durchlaufegenaufest. Ein Anderungist wéahrenddesSchleifenlaufanicht
mdglich. Die total-rekursvenFunktionenk,, werdenbeiderUmsetzungalsProgrammin while-Schleifen
geschriebenBei diesenSchleifenstehtdie Anzahl der Durchlaufeam Anfang desSchleifenaufrufsioch
nicht fest. Die Abbruchbedingun@gibt sich, wenniberhaupterstwéhrendder Laufzeit. Dain R, nur
totaleFunktionensind,soterminierenauchalle while-Schleifendie R, berechnen.

Satz: (Uber Ackermannfunktion)

Fyrim & R,; die primitiv-rekursiven Funktionensind eine echte Teilmengeder beliebig p-rekursiven
Funktionen.
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Beweisidee:, C" DieseRichtungist durchdie Ausfihrungerin denzuwor gehaltendervorlesungen
klar.

.7 Um die echte” Teilmengenbeziehungu zeigen,wird der GedankealerfestenSchachteltieferon
for- undderunbekannteischachteltiefeonwhile-SchleifenamAnfangdesSchleifenaufrufesochein-
mal aufgegriffen. Fur denNachweiswird die Ackermannfunktiond(z,y) genutztdie wie folgt definiert
ist:

A : Ng x Ng — Ny mit A(z,y), wobeidasProgrammfir A die Schachteltiefe; besitztund fiir =
ausgevertetwird. A kannnicht primitiv-rekursv sein,wegender erstam Endeder Laufzeit bekannten
Schleifentiefe.

Die Ackermann-Funktiomientin derInformatik oft zur Analysevon Berechenbarkeitsproblemen.Sie
ist durchdie Regeln

A(z,0) =z + 1;Ve € Ny

A(0,y) = A(l,y —1);Vy € N;

Alz+1,y+1) = A(A(z,y + 1),y);Va,y € Ny definiert.

Esist nochzu zeigen daflzujederprimitiv rekursvenFunktionf : Ny — Ny eineSchranke: s € Ny
undeiny; € N, sodalfur allen > ny gilt: f(n) < A(n,ys). Dabeiist die Schachtelungstiefg; fur
die Ackermann-Funktiorso zu wahlen,daRdiesegréRRerist, alsdie von f. Dieserreichtmanz.B. durch
die Wahl der Schachtelungstiefeon f zuziglich2. Die Ackermann-Funktiomvéchstdadurchwesentlich
schnelleran. Verdeutlichtwerdensoll diesdurchein Beispielsowie einerGraphik:

Beispiel:
A(;E,U) =z +1;

A(z,1) =2z +2,= A(1,1) = 3;
A(z,2) =2z + 3, = A(2,2) = 7
A(z,3) =23 - 3; = A(3,3) =
A(2,4) = 19729

1021000
A(4,4) > 10%0
(DerWertentsprichtdenStellen.)
Die Erh6hungder Schachteltiefdiihrt zu einerrasanterVergrolRerungler Werte. Die Ackermanfunk-
tion kannvon keinerprimitiv-rekursvenFunktionnachobenbeschranktverden.
Die folgendeGraphikveranschaulichienWachstumsprozeferschiedenefFunktionsklassen.

f

X

Eswird deutlich,daRder Wachstumfy € Fprim (4) < f3 € A(3) < fo € Fu(2) < f1 ¢ F.(1)
ist. Die nicht-berechenbareRunktionen(1) wachsenam schnellsten. Ein Beispiel fir solchenicht-
berechenbarBunktionenist die Busy — beaver — Funktion.
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Busy — beaver — Funktion

Anhanddiesernicht-berechenbarefunktionsoll die Undurchschaubarkeiter Arbeitsweisevon Turing-
maschinenselbstbei einfachaussehendeAlgorithmenverdeutlichtwerden. Es wird versuchimit s,, €
Ny Zusténdereinerdeterministischarbeitender™™M mdglichstviele | auf dasBandzu schreibenbis ein
.Halt" erreichtwird. Terminiertdie TM aufgrundder Zustandsiiberfuhrungsfunktionaicht, solaltsich
diespraktischenicht priifen. Fir n-Zusténdesind durchden Busy — beaver nur bis n=4 exakte\Wertezu
berechnen.

n o[{1/2| 3| 4 5
bb(n) 0|1]|4| 6 | 13| >4901
Schritte(ca.) | 0 | 1 16 | 96

Die folgendeTuringmaschine = ({so,s1,s2},{0},{|,b},d. s0,b}) mit 3 Zustéanderterminiertnach
16 Schrittenundhatdann6 Stricheauf dasBandgeschrieben.

¢ | Einblick | Aktion |

1] (s0,b) | (s1,],R)
21 (s0.1) | (s2.1,L)
3] (s1.0) | (52,1 B)
4 (317‘) (sov‘wH)
5 (Sg,b) (S(], ,L)
6] (s2,)) | (sal.L)

6.4. Grammatik en

In diesemAbschnittwerdendie vorgestellterBerechnungsmodelidenbekannterGrammatikerzugeord-
net. Um eineBeziehungzwischerdendurchGrammatikererzeugterSprachemund Turingmaschineizw.

Registermaschinebzw. partiell-rekursvenFunktionen(die Funktionenberechnen),herstelleau kénnen,
wird derAusgab&vertderMaschinereduziert.DiesecharakteristischeRunktionerhaberalsBilder (Aus-
gabeder Maschine)nur noch zwei Symbole. Sie gebenaus,JA“,wennw € L(G) bzw., ,NEIN“, wenn
w ¢ L(G). Die Ja/Nein-Aussagkonntebei technischerGeratenz.B. Ubereineleuchtendebzw. nicht-
leuchtendd_ampeerfolgen.

Definition P:

SeiT ein Alphabetundt¢ € T' einbeliebigesaberfestgewéhltesZeichen.SeiL C T*eineSprachedann
ist:

(i) Die (totale)Abbildungx : T* — T mit x(w) = {
heiRtcharakteristisch&unktionvon L.
(i) Die (partielle)Abbildung+r, : T* — T* mit ¢ (w) = {

heil3tpartiell-charakteristischEunktionvon L.

t, fallsw ¢ L
tt, fallsw € L

1, fallsw ¢ L
tt, fallsw € L

Fir jede Sprachdafit sich eine Turingmaschineéonstruierendie 1 (w) erkennt,nicht abery (w).
Bisherwurdedie SprachklassedenMaschinenmodellemugeordnet:

| Sprachklasse Maschine|
Rey P DA
CF > NPDA

Ch-0 o~ ™

Fir die Turingmaschinendie Ch-0 erkennenpedeuteties nachder obigenDefinition, dal3nur eine
einseitigeAkzeptanzbesteht.Es existiert eineTM zu jederbeliebigenSprachedesChomsk-Typs 0, die
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die Funktiont, nichtaberyr berechnetverden.Die Maschinebeendethre Arbeit nur mit Sicherheit,
wennw € L ist. Im Fall w ¢ L terminiertdie TM nicht mit Sicherheit. Aus diesemGrund finden
auchkeine Sprachendes Typ-0 Anwendungin Programmiersprachenla die SyntaxeinesProgrammes
nicht eindeutigalsfalscherkanntwerdenkann. Ein méglicherabersehrkomplexer Lésungsansatist die
Bildung einerKomplement-TM.

SatzQ:

Eine SpracheL C T kanngenaudannvon einer Grammatikerzeugtwerden,wenny : 7% — T
Turing-berechenbast.

Beweis:

Anmerkung:Eswird ein Simulationsbeeisgefuhrt. Gezeigiwird, daBT' M + Ch — 0 — Grammatiken
ist. Esmul3gezeigtwerden:
1.) KonfigurationeinerTM «Wort der Sprache

W

=——= UuSv

2.) UbemgangederTM « Grammatikrgeln
d(s,z) = (s".2',{R,L,H}) <> uszv' — ua's'v'.
Im folgendenwerdenl. und2. fiir SatzQ gezeigt.

,=" SeiG = (N,T,P, o) eine Grammatik,die L erzeugt,alsoL = L(G). Man betrachtetdie
Mengenderin i AbleitungsschritterabgeleiteteWorterfur ¢ = 0,1,2,.... My = {¢}; Miy1 = {u €
(NUT)*|Fw € M; mitw —g u}.

Die Turingmaschineerzeugtiy,M; ,M-,... in Form einesBreitendurchlaufslurch den Ableitungs-
baum. Es werdenjeweils alle méglichenzu erzeugendeiVorter der TM mit der Eingabew vemlichen.
Die Vemgleiche erfolgenstufenweiseda die astweiseAbarbeitungin Endlosschleiferfiihren kann. Ist
w ¢ L sowird dasWort auchnichtvonderTM erzeugtundsiekannnichtterminieren Esgilt:

L(G)=( U M;)nT*
i=0
EinesolcheTM hateineriesigeZustandsmengelain ihr dasgesamtaVissenuberdie Produktionen

p € P enthaltensind. Entsprechendjigantischfallt auchdie Zahl der Zustandsiberfiihrungéiir jede
StufedesBreitendurchlaufswus.
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EineTM zurBerechnungon ), arbeitetfolgendermallen:

(1) Die TM schreibtdie Menge M, hinter daseingeggebenéNort. Als Trennsymbolwird 8 ¢ N U T
verwendetFur die AbgrenzungderWorter M; und M; 1 untereinandewerden$ und £ benutzt.

Mo
bl w [~~~ b w [ple]o][$]b]..
Abgrenzung
% Masterzustand Erzeugung der T
(2) Wenndie Situation

To w a6l w Tel w [el o Tel w [elol.
s,

mit M; = {u1,...,u,} vorliegt, dannschreibtdie TM alle ausw; ableitbarerWoérterhinter$, dahinter
alleausu» ableitbarenbisdie MengeM; 1 rechtsvon $steht:

E”éinffﬁ v le] v el . [e] v [S$[b].

SZ
Mi—|—1 = {’Uls'--ﬁ ’U'm,}
Danachwerdendie v1, ..., v,, nachlinks verschobemndtretenandie Stellederu, ..., u,.

(3) Manvemgleichejedesv;, mit w. Fallseinw = vy, existiert,soldschedasgesamtdandundschreibe
tt (nachder Definitionvon+y,). Stoppeund Akzeptiere.

Falls alle v, # w, sogehein Konfigurationmit demZustands; Uberund prufe nun M;;» gemarn(2)
durch.Usw...

Man sieht,ist w € L, somulRdasVerfahrenterminieren:c —* w undw € M,. Die TM haltanund
lieferttt = ¢ (w) =tt. Fallsw ¢ L : Vi € Ny : w ¢ M;. Die TM stopptnicht= ¢ (w) == L.
Durchdie Turingmaschinavird 1, berechnet.

.<=" Seit = (5,X,T,4,s0,b) einebeliebigeTuringmaschine.Konstruiereeine GrammatikG, =
(N,T,P,o) mit L(G,) = {w#v|Res.(w) = v}. Res, istderWertebereictderTM.

Die Arbeitsweiseder Turingmaschinavird mithilfe einerGrammatiksimuliert. Dabeisoll derjewei-
lige Zustandder TM vor den Anfang desWortesgeschriebenverden,auf welchemsich der SLK gerade
befindet.
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u X w > USXW
S
. ) L . ., ., L s'yz’  (Linkseinschub .
Ein Konfigurationsubeyang:é(s,z) = (s',z’, R ) ysz — yz's'  (Rechtseinschyb furalley €

I'. Die GrammatikG . ist wie folgt definiert:
N =SU{£,$,ss,0,01,< NonterminalsmachBedarf>};

T =TU{#};
P bestehausmehrererGruppernvon ProduktionerfolgenderfFunktionalitét:
Gruppe 1: Erzeugungaller Worter w# £sow$ mit w € X*

DieseGrammatikist kontextsensitv. Die Produktionsrgeln P; sindselbstauszufiihren.

Gruppe 2: Simulation der TM durch Grammatikr egelnauf £sqw$

Py, ={sac —» d's'c|VaeT,s € Smiti(s,a) =s',s',RVeeT}
U{sa$ — a's'b$|Va € T',s € S mit§(s,a) = (', a, R) /lrechtsschieben
U{csa — s'calVa e T',s € S mité(s,a) = (s’,a’, L|Vc € T} /llinks schieben
U{ fsa — £s'ba’'|[Va € T,s € Smitd(s,a) = (s',a’,h)}
U{sa — sfa’Va € T',s € Smitd(s,a) = (s',a',h)}
Auf demBandfindetmandie Situationw# £us jv$|u,v € T'*.

Gruppe 3: UberfliissigeZeichenloschen

Py = {sy — ....} auchdieseProduktionersind einfachselbstzu gestalten Dabeisind die Symbole £, $
vom Bandzu entfernenDie Markierungs ; verschwindetwfgrundderArbeitsweiseder TM.

Als Ergebnisbleibt w#wv stehenwennder Arbeitprozefstopptund die Turingmaschinesine Halte-
situationerreichthat. Alle andererSSituationerfiihrenzu Veranderungerdie ohneweitereFolge fur das
Ergebnissind. O
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