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6 Aufzahlbare Sprachen Ch-0

6.1 Turing-Maschinen
6.2 Registermaschinen

6.3 pu-rekursive Funktionen

Folgend soll ein Modell vorgestellt werden, das sich der Frage der Berechenbarkeit
von der Algorithmenseite her ndhert. Die rekursiven Funktionen beschreiben Lo-
sungen von Problemen und nicht die einzelnen Schritte des Rechenweges wie bei
Turing-Maschinen. Daher hat das Modell der rekursiven Funktionen Ahnlichkeit mit
funktionalen Programmiersprachen.

Die einfachste Klasse von rekursiven Funktionen sind die primitiv rekursiven
Funktionen. Sie umfassen drei Arten von Funktionen und zwei Methoden, sie zu
komplexeren Funktionen zusammenzusetzen. Die drei Funktionstypen sind die Nach-
folgerfunktion!, die Projektion?, die das i-te von n Argumenten auswihlt und eine
Konstante.

e Nachfolgerfunktion N : Ng — Ny mit N(z) =z + 1
e Projektion II? : N§ — No mit II?(zq, ..., 2,) = z;
e Konstante C? : N§ — Ng mit CP*(zq,...,2,) =1

Fiir die Bildung der konstanten Funktion ist es ausreichend, die Konstante C§
zu definieren, da alle weiteren Konstanten C7* aus C§ und der Nachfolgerfunktion
gebildet werden konnen:

CT(z1,...,xn) = N(CJ(z1,...,2n))
Cy(z1,...,2,) = N(N(C§(z1,...,24,)))

Um diese Funktionstypen kombinieren zu kénnen, steht zum einem das “simultane
Einsetzen”® und zum anderen die primitive Rekursion zur Verfiigung.

Definition K:

Seien g : NT* — Ng, h; : N — Ny, (i =1,...,m) Funktionen.
Die Funktionen f = g(hi, ..., hy) mit f: INf — Ny und
flze, ..o xk) = glhi(z, .- xk), - oy b (21, .- ., k) geht aus
g, h1, ..., hy durch simultane Einsetzung hervor.

Lauch Successor-Funktion
2auch Auswahl
3auch Komposition



Definition L:

1. f: INf — Ny geht aus g : ]N’g’1 — Ny und h : ]N’g+1 — Ny durch primitive Re-

kursion hervor, wenn f(x1,...,2k-1,0) = g(x1,...,Tk_1),Y21,...,Tx_1 € Ng
und f(x1, ..., ok_1,y+1) =h(xy, ..., z6-1,9, [(@1, -, Tk_1,Y)), V1, - . ., Tp_1,
y € No

2. f entsteht aus g : NEY' — Ny durch Anwendung des p-Operators, wenn
flxy, .. xk) =minf{y | g(x1, ..., 2k, y) =0 und g(x1, ..., xk, j) ist def. fir alle
J <y} falls das Minimum definiert ist, ansonsten ist f undefiniert.
Schreibweise: f = ug

Der in der Definition L angesprochene p-Operator ist das “funktionale Aquivalent”
zu einer while-Schleife. Er ermittelt den kleinsten Wert, fiir den eine bestimmte Be-
dingung erfiillt ist. D.h., analog zu einer while-Schleife, die solange durchlaufen wird,
bis ein bestimmtes Register den Wert 0 hat.

Definition M:

1. f : Nk — Ny heifit primitiv-rekursiv, wenn f Nachfolgerfunktion, Projektion,
Konstante ist, oder wenn f durch simultane Finsetzung oder durch primaiti-
ve Rekursion aus primitiv-rekursiven Funktionen hervorgeht. Die Klasse der
primitv-rekursiven Funktionen bezeichnen wir mit Fprim.

2. f heifit u-rekursiv, wenn f primitiv-rekursiv ist oder durch Anwenden des p-
Operators aus einer p-rekursiven Funktion entsteht. Die Klasse der p-rekursiven
Funktionen bezeichenen wir mit F,, die Teilklasse der total y-rekursiven Funk-
tionen heiffit R,,.

Bemerkung:
Hier offenbart sich eine fundamentale Idee der Informatik — das Baukastensystem.
Ein Baukasten besteht bekanntlich aus Bausteinen, in vorliegendem Fall die Nachfol-
gerfunktion, die Projektion und die Konstante. Mit Hilfe dieser Bausteine lassen sich
komplexere Funktion bilden, was unten dargestellt wird.

B = (Elementares, Operationen )

Folgend sollen nun aus den obigen elementaren Bausteinen komplexere Funktionen
konstruiert werden. Diese neu geschaffenen Funktionen werden sofort fiir die Bildung
weiterer Funktionen genutzt. Alle nun folgenden Funktionen lassen sich wie folgt aus
den Bausteinen und Operationen darstellen.



Grundlegende arithmetische Funktionen:

1. Addition: z +y = (zr +y — 1) + 1 sei primitiv-rekursiv.

e Die Projektion g := II},h := N - II3, also f(z,y) = z + y wird definiert
durch f(z,0) =TI}(z). D.h., der Rekursionsanfang sei z + 0 = z.

o f(z,y+1)= NIB(z,y, f(x,y))) Die Funktion f(z,y + 1) wird aus dem
Nachfolger des Funktionswertes f(z,y) gebildet.

2. modifizierte Subtraktion =1 ist definiert durch:

(;1)(77,) = {0’ falls n =0

n—1, falls n>0.

(=1)(0) = g() mitg()=0
(~1)(m+1) = h(m,(=1)(m)) mith(ni,ne) = I} (n1, no)

Das heifit, (=1)(m + 1) = IZ(m, (=1)(m)) = m.
3. allgemeine modifizierte Subtraktion x = y ist definiert durch:

{0, falls m > n
n-=-m:=

n — m, sonst.

=0 = n
r=(y+1) = (z=y)=1Vn,ny € Ny

Nun wurde zweimal im Detail gezeigt, wie man die Definition der primitiven
Rekursion anwendet. Im weiteren soll auf eine ebenso ausfiihrliche Schreibweise
zugunsten einer besser lesbaren Variante verzichtet werden.

4. Multiplikation n * m:
Die Multiplikation kann mit man mit Hilfe der Addition rekursiv beschreiben:
(nx0) = 0
(nmx(m+1)) = (nxm)+n

5. Potenz n™:
Aufbauend auf der Multiplikation ergibt sich die m-te Potenz wie folgt:
(%) = 1

(n(m-l-l)) — (nm)*n



6.

10.

Fakultit n!
Aufbauend auf der Multiplikation und der Nachfolgerfunktion ergibt sich die
Fakultatsfunktion.

o) =1
(m+1)! = (m)*x(m+1)

Fallunterscheidung

) fi(z), fallsy =0
few= {fz(:c), fallsy # 0

Die Fallunterscheidung 14#t sich auch durch folgende programmiersprachenihn-
liche Notation verdeutlichen: f(z,y) = if (y = 0) then fi(z) else fi(x)

f(CU,O) = fl(x)
f(x,y—i-l) f2 (H? (x,y,f(x,y)))

Signum-Funktion:

. 1, falls x>0
sign(z) =
0, falls =0

f@,0) = Co(o)
f(x,y-l—l) = Hg (a:,y,N(Cg(x,y)))

Beispiel fiir y-Operator:

Sei f(z,y) =c € Ny (¢ > 0), dann ist pf(z) = min{y|f(z,y) =0A

Vi <y: f(x,j) ist definiert} =1 dac>0

Da f(z,y) eine konstante Funktion ist die nie den Funktionswert 0 annimmt,
ist uf(x,y) nicht definiert, da das Minimum nicht existiert.

Sei f'(z,y) =0= pf'(z) =min{y| f(z,y) = 0AVj <y: f(z,j) ist def.} =0
Da f'(x,y) die konstante Funktion 0 ist, ist das Minimum stets 0 und somit
pf'(z) = 0.

Beispiel fiir y-Operator:
Sei f(z,y)=x+y x,y € Ny.
Dann ist pf(z) = min{y|f(z,y) =2 +y=0AVj < y: f(x,7) ist definiert}.

_J0, falls z=0
L, falls z#£0



11. Beispiel fiir y-Operator:
0, falls z =1y

flz,y) = { 1, sonst

. 0, falls =0
Dann ist pf(z) = { 1. sonst

Beachte: Fiir > 0 sind die f(z,j) mit j < y nicht definiert.

Satz M: R, = F,
Die Klasse der durch Registermaschinen berechenbaren Funktionen ist gleich der
Klasse der p-rekursiven Funktionen.

Beweis: Kerngedanke: Simulation des einen Modells durch das Andere.

C‘fu g Rm”:

Zu zeigen, dak R, die Grundfunktionen enthilt, und gegen simultanes Einsetzen,
primitive Rekursion und pu-Rekursion abgeschlossen ist.

1. Offenbar N,II}, C} € Rpy:

e N (Nachfolgeroperation) — Registeroperation +1

o 117 (Projektion) — Es ist moglich, mit einzelnen Registern zu arbeiten,
indem man fiir alle nicht betroffenen Register die Registeroperation 0 aus-
fiihrt.*

e C} (Konstante) — Die Konstante 0 wird rzeugt, indem man die Register-
operation —1 solange ausfiihrt, bis der Nulltest® 0 ergibt. Die Konstante
k 1akt sich dann durch k-maliges Ausfiihren der Registeroperation +1 er-
zeugen.

2. Simultanes Einsetzen:
Es seinen g, hy, ..., hm € Ry, g NI* — Ny, h; : Nf — Nog(i = 1,...,m). Dann
kann man f : N8 — Ny mit f = g(h4, ..., hy) folgendermaRen berechnen:
e h; moge j; Register benutzen.

e g benotige 7 Register, in den Registern 1,..., k stehen die Eingaben
(T1,...,21) € INE.

e Seil =41+ -+ jm + j die Anzahl der insgesamt bendtigten Register.
Eine RM p mit [ Registern arbeitet wie folgt:

e Kopiere z1,...,x; in Register 1 bis k, sowie in j; + 1,...,7; + k bzw. in
Jitjetl, . . jitjetk bzw. .. bzw. jit+. A mo1 L S A e R

e Berechne nacheinander in den Registerblocken ji die Funktionen hy, (k =
1,...,m)

“siehe Definition F, Punkt (v) vom 01.12.2000
Ssiehe Definition F, Punkt (v) vom 01.12.2000
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e Kopiere Register j; + 1 (Funktionswert von hy) nach Reg® 2
Kopiere Register j; + jo + 1 (Funktionswert von hs) nach Reg 3

Kopiere Register j; + jo + - - + jm—1 + 1 (Fkt.wert von hy) nach Reg m
e Berechne g fiir das die Eingabe in den ersten m Registern steht. Die RM
o0 berechnet somit f. Es ist also f € R,,.

3. Primitive Rekursion:
Seien g,h € Ry; g:INE' = No; h:INFM = Ny zu f(21, ..., 25 1,y) mit:

f(xla s )mkfl,o) = g(xla s ,xkfl)
f(l'l, ey Tp—1,Y + ].) h(.ﬁl, ey Tp—1,Y, f(,fL‘l, ey L1, y))

Berechne nacheinander (Simulation der Rekursion durch Iteration):
flz1, oo x1,0), f(z1, .o @1, 1), ooy (T, ooy Tlm1, Y)

Die Funktion g moge j; Register und A moge jo Register bendtigen.
Sei ] = maX(jl,jg) -+ k + 2.

Folgende Registermaschine mit j Registern berechnet dann f;:
e Kopiere z1,..., x5 1,ynach Regj —k,...,7—1
{x1,...,xK_1,y werden gerettet, weil sie bei jeder Iteration gebraucht werden.}

e Setze Reg j auf Anzahl der bisherigen Iterationen (anfangs 0)

e Berechne Funktion g mit den ersten j; Registern.

e Losche Reg k (setzte Wert auf 0 wo bisher y stand)

e Schaffe Ergebnis (aus Reg 1) nach Reg k + 1

e while Reg j < Reg (j — 1) do [d.h. #Operation ist noch kleiner y|
Kopiere 21, ..., 21" nach Reg 1 bis Reg k — 1
Berechne h
Erhohe Reg j um 1

Kopiere Reg 7 nach Reg k
Schaffe Ergebnis nach Reg k£ + 1

od
e Schaffe Reg k 4+ 1 nach Reg 1.

Nach Beendigung des Algorithmus steht im Register 1 der Funktionswert von
(@, 2k-1,y)-

6Bezeichnung der Register der RM
Taus Reg j — k,--- ,Reg j — 1



4. p-Operator:
Simulation erfolgt wie bei primitiver Rekursion nur daf es eine Funktion g gibt
und dak als Schleifenbedingung “Reg 1 # 0” zu verwenden ist.

Ergebnis: R, ist abgeschlossen gegen alle Operationen = F,, C R,,

“Ron C F,

Idee: Zeige 6 (Uberfiihrungsfunktion) ist p-rekursiv.

Sei o = (S,k,9,s0, F) eine RM. Sei 0.B.d.A. S = {0,1,...,7} und F = {0} und
so = 1. Dann ist 6 : NE*! — INA+! gegeben durch

~

8(s,1,. .., 0) = (8, y1-...,yx) sei
d(s, sign(zy), ..., sign(zg)) = (s',41,---,k) dann ist
Wi yk) = (@1 2) @ (J1s-- -5 k)

6 ist durch eine endliche Fallunterscheidung beschrieben.

z.B. firk=2
5(87 T, -7;2)
if s=1 then

if sign(z;) = 1 then
if sign(z,) = 1 then (s', 71 @ j1, 2o ® J2)

Alle Funktionen auf der rechten Seite sind primitiv-rekursiv.

Bilde nun die iterierte Anwendung von § auf sich selbst.

o(s,21, .., 2k, 0) = (8,21,...,Tk)
o8, 21, e,y +1) = 5(P(s,21,--.,2k,9))
O(s,21, .., Thyy) = 0Y(S,21,...,2k)

¢ ist primitv-rekursiv: ¢ : ]N’é+2 — ]N’g+1
Simulation der wiederholten Anwendung von 4 bis zum Endzustand

a(s,zy. ..., o) = pllF o ¢ =
min {m (I§* (¢(s, z1, ..., 25, m)) = 0 AT (4(s, 21, .., 7p, ) definiert Vj < m)}

a ist u-rekursiv

Sei w : NET™ — Nk gegeben durch w(s, zy,...,z%) = (71, .., T)
Dann ist die von p berechnete Funktion:

ho(@1,..yz) =w(d (1, z1, ..., 2, a(l, 21, ..., 2x)))

= h, € Fy



