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Zusammenfassung

Die Vorlesung vom 27.10.2000 beschéaftigte sich mit dem Beweis, dass zu jeder kontextfreien
Grammatik ein Kellerautomat konstruiert werden kann.
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Abbildung 1: Die Komponenten um den PDA.

Die vorangegangene Vorlesung behandelte unter andererRunDown-AkzeptofKeller-
automat, (D/N)PDA). Er wurde definiert als ein ,,endlichen Akzeptor, erganzt um einen endlichen
Speicher in Stackform”. Das Stackalphabet eines solchen Akzeptor§wedannt, auf dem Stack
selbst wird immer zuunterst das ,Bottom-Symbal’gespeichert. Ein Push-Down-Akzeptor muss
nicht bei jedem Arbeitsschri8ymbole aus der Eingabe lesen, vielmehr kann er auch das Symbol
als Eingabe annehmen.

Der Akzeptor selbst ist definiert Uber das Sieben-Tupet (X.,T,S, 4, so,bg, F) mit dem
Eingabealphabet, dem Stackalphabé&t mit Bottom-Symbob,, der Zustandsmengg mit Start-
zustands, sowie der Endzustandsmenge

Der nun folgende Teil beschaftigt sich speziell mit nichtdeterministischen Push-Down-Akzeptoren
(NPDASs) und der Klasse der von ihnen erkannten Sprachgsba.
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2. PDAs < kontextfreie Sprachen Riickschau

Satz. Die Klasse der von nichtdeterministischen Kellerautomaten akzeptierten Sprachen ist gleich Konstruktion von ...
der Klasse der kontextfreien Spracheh.| Konstruktion eines.. ..

Um diesen Satz zu beweisen, sind zwei Richtungen zu betrachten: 1 KONKIEEEr

Der allgemeine Beweis

1. Es kann zu jeder kontextfreien Sprache ein NPDA konstruiert werden. ZusammenfassungiLiteratu

. . . ) X Vorausschau auf die. ..
2. Es kann zu jedem NPDA eine kontextfreie Grammatik konstruiert werden.

Diese Vorlesung wird den ersten Punkt beweisen. Dazu wird erst einmal ein NPDA fur kon-
textfreie Sprachen entwickelt und dann seine Funktionsweise anhand eines Beispiels verdeutlicht.
Zum Schluss wird allgemein bewiesen, dass der Akzeptor jedes Wort einer kontextfreien Sprache
in endlich vielen Schritten (Endziel sind ,unendlich” viele) aus dem Axiom ableiten kann. Zuletzt
muss noch bewiesen werden, dass auch die Sprache des NPDA tatsachlich gleich der Sprache der
kontextfreien Grammatik ist.
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3. Konstruktion von PDAs zu kontextfreien Sprachen Riickschau

PDAs « kontextfreie. ..

Lemma N. Zu jeder kontextfreien Grammatik= (N, T, P, o) existierteino = (7,I', S, 4, s0, bo, F)
mit L(G) = L(p), das heilt CFC Lyppa. Konstruktion eines. . .

Ein konkreter ...
Der allgemeine Beweis
Zusammenfassung/Literatu

Vorausschau auf die.. ..
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Abbildung 2: Allgemeines Modell eines nichtdeterministischen Akzeptors (Push-Down-
Automaten) fir kontextfreie Sprachen.

Zur Veranschaulichung soll zunachst der folgendeAlimildung 2dargestellte, nichtdetermi-
nistische Kellerautomat konstruiert werden. Im Groben besteht er aus vier Zustdnden: Dem An-
fangszustand, dem Zustang, in dem er die Eingabe verarbeitet, dem Endzustandin den er
zu gegebenem Zeitpunkt wechselt, sowie einem absorbierenden Zugtalem er aufsucht, wenn
das eingelesene Wort nicht der gegebenen Sprache entspricht. Die exakte Definition dieses Push-
Down-Akzeptors sieht so aus: Akzeptoe (7,1, S, 6, so, bo, F) mit

7T als Menge defferminalsymboléder zu akzeptierenden Sprache),

T := bpUNUT alsKelleralphabe{\ ist die Menge der Nonterminals der zu akzeptierenden
Sprache),

S = {s0, $1, 2, sg} alsZustandsmenge
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§:8Sx (NUT) x T — 25%I" als noch zu definierendéustandsiibergangsfunktion R S
PDAs < kontextfreie. ..

so als Startzustangd Konstruktion von . ..

by alsBottomsymbasowie
Ein konkreter. ..

F := {sg} als Menge definalen Zustédnde Der allgemeine Beweis
Die Zustandsubergangsfunktion werde wie folgt definiert: AL
1) d(so,&,00) = {(s1,b0,0)} Vorausschau auf die .. .
(2)  (s1,e,a) = {(s1,vF)|furallev € P mita — v, furallea € N'}

(3) d(s1,8,b0) = {(sE,00)}
(4)1 5(81,t7t) = {(5176)}
(5) d(sm,t,bo) = {(s2,b0)}

Zur Erklarung der Zustandsubergéange:

1. Als erstes, noch bevor irgendein Symbol von der Eingabe gelesen wird, legt der Push-Down-
Akzeptor das Axiom der Grammatik der zu akzeptierenden Sprache auf dem Stack oberhalb
des Bottom-Symbols ab. Dieses Symbol ist die Keimzelle des Ableitungs- und damit des Ak-
zeptanzprozesses. Bildlich dargestellt, sieht dieser Schritt so aus:

(o)
bo bo

2. Als zweites wird die Substitution eines Nonterminals auf dem Stack durch eine Zeichen-
kette definiert. Dieser Vorgang wird durch die Regeln der zugrundeliegenden Grammatik

1Das " steht fiir , Terminalsymbol”.
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bestimmt, wobei hier der Nichtdeterminismus dieses Push-Down-Akzeptors greift: Stehen
mehrere Regeln bei einem Ableitungsschritt zur Auswiednhnder Akzeptor theoretisch ge-

nau die richtige auswahlen, um das Wort auf der Eingabe zu erkennen.

Es ist definiert, dass das Nontermirahuf dem Stack durch eine Zeichenketté ersetzt

wird, wenn die entsprechende Regel in der Grammatik laatet: v. v7 ist die gespiegelte
Variante der Zeichenkette. Gespiegelt deshalb, weil ein Stack eildirO-Speicher dar-

stellt, von dem gespeicherte Werte nur in umgekehrter Reihenfolge wieder gelesen werden
kénnen.

Nun wieder die bildliche Veranschaulichung des Vorgangs am Beispielx; ABxs:

€1

A

=, | B

(6 T
bo bo

. Als drittes wird nur definiert, dass der Akzeptor, sobald er nichts von der Eingabe liest,
sich nicht im Anfangszustand befindatd als oberstes Symbol auf dem Stack das Bottom-
Symbol liegt, in den Endzustand wechselt.

. Als vorletztes wird definiert, was zu geschehen hat, wenn ein Terminalsymbol von Eingabe
gelesen wird, das exakt dem obersten Symbol auf dem Stack entspricht. In diesem Fall wer-
den Eingabe- und Kellersymbgématchtd.h. sowohl auf der Eingabe (durch das Einlesen),

als auch auf dem Stack geléscht:

Riickschau

PDAs « kontextfreie. ..
Konstruktion von. ..

Ein konkreter. ..

Der allgemeine Beweis
Zusammenfassung/Literatu

Vorausschau auf die.. ..
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Rickschau

PDAs « kontextfreie. ..

) Konstruktion von. ..

A A Konstruktion eines. ..

B e B € i

TN = B Ein konkreter . ..

€2 T2 To Der allgemeine Beweis

. Zusammenfassung/Literatu

- Vorausschau auf die.. ..
bo bo bo

Auf diese Weise wird der Stack abgebaut, bis einer von folgenden drei Schlusszustanden
erreicht ist:

(a) Die Eingabe ist komplett eingelesen und der Stack ist leer: Das Wort gehérte zur Spra-
che; der Akzeptor wechselt in den EndzustagdRegel (3)).

(b) Die Eingabe ist komplett eingelesen, aber der Stack nicht leer: Das Wort gehért nicht
zur Sprache; der Akzeptor endet im Nichtendzustand

(c) Die Eingabe ist noch nicht komplett eingelesen, der Stack hingegen leer: Das Wort
gehort nicht zur Sprache; der Akzeptor wechselt iber den Endzustand in den absorbie-
renden Zustand, (Regeln (3) und (5)).

Der geklammerte Schritt ist Ubrigens die weitere Ableitung nach Regel (2), die immer dann
stattfindet, wenn nach dem Matchen ein Nonterminal zuoberst auf dem Keller liegt. Andern-
falls wird weitergematcht, bis ein Nonterminal auftritt oder der Stack leer ist.

. Die letzte Regel besagt, dass der Akzeptor, wenn er mit leerem Stack im Endzustand steht,
er aber noch Zeichen aus der Eingabe liest, in den absorbierenden Zustaacdhselt, die
Eingabe zu Ende einliest und danach endet.
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5. Ein konkreter Anwendungsfall Riickschau

PDAs « kontextfreie. ..
Es wird nun ein konkretes Beispiel gegeben. Gegeben sei die Spk&achemit der Grammatik Konstruktion von. ..
G = (N,T,P,o), die wie folgt definiert ist: T —

N := {0} als Menge der Nonterminals, SURCICEEE
Der allgemeine Beweis
T = {a, b, C} als Menge der Terminals, Zusammenfassung/Literatu

. Vorausschau auf die.. ..
P :={o — aoc, 0 — boc, 0 — e} als Menge der Produktionregeln und

o als Axiom der Grammatik.

Diese Grammatik erzeugt Worter, deren erste Halfte aus einer beliebigen Folge aus a’s und b’s und
deren zweite Halfte nur aus c's besteht; kutzG) = {wcl*l|w € {a, b}*}. Der PDA ist definiert
wie in Abschnitt 4 wobei dies-Tabelle an dieser Stelle genau angegebén ist

2|n Spalte 5 ist in dieser Tabelle das Kellerwort, d.h. die Anderung auf dem Stack bei der gegebenen Konfiguration,
angegeben. DeStack-Topst das am weitesten rechts stehende Symbol. Dieses wird gepriift und durch das neue Kellerwort
ersetzt.
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von = nach
Regel (S XU{e} T )=(S TI*)
1) ( s0 € bo )= ( 51 boo )
( s1 € o )=( s1 coa)
2) ( s1 € o )=( s1 cob)
( s1 € c )=( s1 e )
(51 a a )= ( s e )
@) (s b b )=(s1 ¢ )
( s1 c c )=( s1 e )
( se a bo )=( s2 bo )
@) ( se b bo )=( s2 by )
( se € bo )=( s2 by )
®) (s 5 bo )=(sg by )

Nun wird das Wort gbacc¢, das den Bedingungen der Sprache genuge tut, dem Akzeptor ein-
gegeben. Im Folgenden werden die Konfigurationen wahrend der Abarbeitung sowie die bei den

Rickschau
PDAs < kontextfreie. ..
Konstruktion von. . .

Konstruktion eines. ..

Ein konkreter. ..
Der allgemeine Beweis
Zusammenfassung/Literatu

Vorausschau auf die.. ..
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Konfigurationstibergdngen verwendeten Regeln (siehe Tabelle ob&eiiad) angegeben: Riickscha
PDAs « kontextfreie. ..

=>(s0, abaccc, bo) 1) Konstruktion von. ...
ﬂ)(g]_, abacce, byo) @) Konstruktion eines.. .

o
_)(81’ abaccc, bgccra) (3) Der allgemeine Beweis
HON (s1, bacce, boca) (4) Zusammenfassung/Literatu

) Vorausschau auf die.. ..
—(s1, abacce, byoccab) (5)

ﬁ>(51, acce, boeeo) (6)

ﬁ>(51, acce, bycccoa) @)

ﬂ>(51, cee, boceeo) (8)

ﬁ>(51, cee, bocec) 9

©)
—)*(81) & bO) (20)

O, (sp, e, by) = akzeptiert (11)

Zur Veranschaulichung noch einmal die Entwicklung auf dem Stack wahrend der Worterkennung:
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bo

a
b o o
a = | o o c c c
o o c c c c c
o c c c c c c c
bo bo bo bo bo bo bo bo

bo

bo
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6. Der allgemeine Beweis Riickschau

PDAs < kontextfreie. ..
Um exakt zu beweisen, dag$G) = L(p), zeigen wir folgende Eigenschaft ven Konstruktion von..

. 2 .. Konstruktion eines.. ..
Behauptung 1. Es gibt eink € N mit (sy,w’,byz) € 0% (sq, uw’,by) fur u, w' € T*, z € Ein konkreter

(NUT)*. : :
Diese Behauptung ist &quivalent zu folgender Aussage: Zusammenfassung/Literatu
LEs gibt eine Linksableitung beziiglich—, uz mitu € 7%, 2 € (N UT)*"3 Vorausschau auf die. ..

Beweis.|,="] Der Beweis in dieser Richtung behandelt die Berechnungsgange des Akzeptors und
lauft tber vollstandige Induktion tbét
Induktionsanfang: k = 1: v = eAz® = ¢ = 2z wegen Regel (1) d&-Funktion= ¢ —* o
Induktionsvoraussetzung:Sei die Behauptung bewiesen fiirMan betrachte nun:

(s1,w’,bozTt) € 5k+1(so, uw’, by)

Dann gibt es eirfs;, zw’, byz1) € 6% (0, uw’, bo) mitz € T U {e}.
Fallunterscheidung:

Fall 1. = € 7. Dann muss im letzted-Schritt [(s1, zw’, by2{?) KA (s1,w',boz™)] Regel (4)
angewandt worden sein und daher gilt:

B =28z =21

(zz
Nach Induktionsannahme gibt es eine Ableitung—} u’z; (Mit u = u'z). Aus 2 = (22)%
folgt 21 = zz, alsou'z; = wxz = wz. Also existiert eine Linksableitung —7 wuz und die
Induktionsbehauptung gilt auch fér+ 1. v/

3Das anvisierte Ziel ist hierbg1, €, bo) € °°" (s, uw’, bo) Mito — & ww’.
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Fall 2. z = . Dann muss im letzted+Schritt die Uberfiihrung (2) angewandt worden sein. Daher Riickschau

gibt es eina — v € P mit zf* = 2’fa und 2% = 2’0" = (v2’1)®. Nach Induktionsannahme PDAs « kontextfreie....
existiert eine Linksableitung —} w21 = waz’;. Folglich gibt es einen Linksableitungsschritt Konstruktion von...
0 = uoz'y — uvz' = uz. Konstruktion eines. . .
Damit gilt die Induktionsbehauptung fir alte Ein konkreter . ..
Der Beweis in dieser Richtung lauft tiber vollstandige Induktion tiber die Lange der Links-
ableitungen. Zusammenfassung/Literatu
Induktionsanfang: Lange Ouz = 0, 0 —* ¢ als Linksableitung: Vorausschau auf die.. .

(517Uwabog) € 3*(so,uw,b0) v

Induktionsvoraussetzung:Sei die Richtung =" der Behauptung 1 fiir alle Linksableitungen
bis zur Langej bewiesen.

Man betrachte die Ableitung der Lange:- 1:
o= ud = vuaz — duvz =uz, v,u €T u=vu,a €N, a > weP, 2z €

~~ ~~
1) 2)

I'*, z=wvz.
Anmerkung zul. Dies kann man mit dem Akzepternachmodellieren.

Anmerkung z2. Hier stellt sich die Frage, ob der Automat diesen Ableitungsschritt mittels seiner
Regeln (1) bis (5) nachvollziehen kann.

Nach Induktionsannahme gilt: Es existiert &imit (s1, uyw’, boz’ ) = (s1, wyw’, bozfaull) €
6F (50, uw’, by). Wendet mau, |-mal die Regel (4) an, so folg,, w’, bozita) € 6%+l (sy, uw’, by).
Man wende nun Regel (2) an:

€ R Flual+t (50w, bo).

(51, w', boz1x)
Damit gilt die Induktionsbehauptung fiir+ 1 und damit fur allej.

Behauptung 2. L(p) = L(G).
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Seiw € L(p), das heif{(sg, e, by) € §%(so, w, by) Mit i € N. Wegen der Konstruk- Ruckschau

tion von o muss abelsy, ¢, by) € 6 1(so, w, by) Sein. Wegen Behauptung 1 gibt es dann eine PDAs « kontextfreie...
Linksableitung Konstruktion von. ..
o —1 w=w € L(G). Konstruktion eines...

Ein konkreter. ..

Seiw € L(G). Dann existierto —3 w. Wegen Behauptung 1 folgtsy, €, by) €
6" (s0, w, bp) fiir eink € N. Wegen Regel (3) gilt:

Der allgemeine Beweis

Zusammenfassung/Literatu

Sk+1 e
(sm, €, bg) € 0" (50, w, by), Vorausschau auf die

worausw € L(p) folgt. O
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7. Zusammenfassung/Literatur Riickschau

PDAs «+ kontextfreie. ..
Es wurde also bewiesen, dass zu jeder kontextfreien Grammatik ein NPDA konstruiert werden kann.  Konstruktion von. ..
Diesen Beweis findet man in der Literatur auch in alternativer Form. Als ein meiner Ansicht nach T i pm—
gelungenes, weil einleuchtendes Beispiel, sei an dieser Stelle der Beweis von Schoning gezeigt. Ein konkreter .

Der allgemeine Beweis

Schoning Der Beweis in f] lauft nicht Gber die vollstandige Induktion, sondern lediglich tber

die Angabe eines geeigneten Akzeptors: Vorausschau auf die ..

Beweis.Der Akzeptor wird dhnlich definiert wie im Beispie{Abschnitt 4) weicht an einigen
Stellen allerdings ab. Ich habe einige Anpassungen des Originals an dieses Skript vorgenommen,
jedoch den Grundgedanken nicht verandert.

Es seider Akzeptos = (7, NUT U{e},{z}, 0, z, €, z) definiert. Beim Start wird das Axiom
der Grammatik als unterstes Kellersymbol gespeichert. Es wird nun die Zustandsiibergangsfunktion
definiert:

(z,0) € §(z,6,a0)VA — a € Pmita € (N UT)*, sowie

(2,€) € 0(2,a,a).

Immer, wenn das Stack-Top eine Grammatikregel darstellt, wird diese, ohne vom Eingabeband
zu lesen, aufgelost; ist das Stack-Top ein Terminal, das mit dem aktuellen der Eingabe Uberein-
stimmt, wird es vom Stack entfernt (sollte aus dem o0.g. Beispiel bekannt vorkommen). Das Wort
gilt als akzeptiert, wenn der Stack nach dem Einlesen der Eingabe leer ist.

Es gilt nun fir alle Terminals € T*:

x € L(G) g¢g.d.w. eine Ableitung inGexistiert mitc = ... =z
g.d.w. eine Folge von Konfigurationey, z, o) —* (z,¢,¢), k € N existieren
g.dw. x € L(p)
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O

Dies scheint Schoning bereits als Beweis zu gentigen. Die Ubrigen Beweiggl[if] und [4]
verzichten allerdings nicht auf die vollstéandige Induktion.

Riickschau

PDAs « kontextfreie. ..
Konstruktion von. ..
Konstruktion eines.. ..
Ein konkreter ...

Der allgemeine Beweis

Zusammenfassung/Literat
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8. Vorausschau auf die folgenden Veranstaltungen Rckschau
PDAs < kontextfreie... .
Konstruktion von. ..
Kellersymbole I6schen P —
Ein konkreter. ..
Der allgemeine Beweis

Zusammenfassung/Literatu

© M Vorausschau auf die.. ..
- e

beliebiger NPDA

Nullautomat zum beliebigen NPDA

Abbildung 3: Konstruktion eines Null-Automaten aus einem beliebigen NPDA.

Nachdem hier bewiesen wurde, dass zu jeder beliebigen kontextfreien Grammatik ein Push-
Down-Akzeptor konstruiert werden kann, werden sich die ndchsten Veranstaltungen mit dem Be-
weis in umgekehrter Richtung zu beschaftigen haben. Erst wenn auch nachgewiesen ist, dass zu
jedem PDA eine kontextfreie Grammatik konstruiert werden kann, kann man die Aussage, dass die
Klasse der kontextfreien Sprachen gleich der Klasse der von PDAs akzeptierten Sprachen ist, als
wahr ansehen.

Die Beweisidee ist folgende: Es ist ein ,sauberer Kellerautorgiéiill-Automat)zu konstruie-
ren. Diese besondere Variante eines PDA terminiert mit grundsatzlich komplett leerem Stack. Dies
erreicht man, indem man einen beliebigen (N)PDA statt sofort in den End- zunéchst in einen Zwi-
schenzustand wechseln lasst. Hier lasst man ihn nun den Keller definitiv leerrdumen, um ihn dann
im (neuen) Endzustand terminieren zu lassen (skedtgldung 3.
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Ein Null-Automat lasst sich auf die in der Abbildung dargestellte Weise aus jedem NPDA kon- Jleseiey
struieren. Fir die Konstruktion einer Grammatikzu den NPDAs mit L(G) = L(p) beschrankt PDAs « kontextfreie...
man sich nun nur noch auf diese Akzeptoren. Konstruktion von. ..
Konstruktion eines. ..
Ein konkreter . ..
Der allgemeine Beweis
Zusammenfassung/Literatu

Vorausschau auf die.. ..
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