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Abschlufleigenschaften kontextfreier Sprachen

Satz: Die kontextfreien Sprachen sind abgeschlossen gegen

(@

(i)

(iii)

@iv)
)

Vereinigung
Beweisidee: G; und G, seien Grammatiken mit den Startsymbolen S;, S,. Dann bilde
die Vereinigungsgrammatik G mit dem Startsymbol S durch Hinzufiligen der Regeln
S%SlundS%Sz.

Konkatenation
Beweisidee: G, und G, seien Grammatiken mit den Startsymbolen S;, S,. Dann bilde
die Grammatik G mit dem Startsymbol S durch Hinzufiigen der Regel S — S;S,.

Sternbildung
Beweisidee: G sei eine Grammatik mit dem Startsymbol S. Dann bilde die Grammatik
G mit dem Startsymbol S¢ durch Hinzufiigen der Regeln S° — € und S* — SS*.

Homomorphismen

Durchschnitt regulirer Mengen
Beweisidee: Parallele Simulation einer reguldren Menge A und einer kontextfreien
Grammatik G durch Ubergang zum kartesischen Produkt

Beweis:

Sei L eine kontextfreie Sprache und G = (N, T, P, 0) eine kontextfrei

Grammatik in Chomsky-Normalform mit L = L(G).

Sei R eine reguldre Menge und A = (X, S, 9, so, F) ein Akzeptor mit R =

L(A).

Bilde eine Grammatik G = (N, TUX, P, 0) mit:

-N= {0} U(SXNxYS)

-P= {6 - (So, 0, S) | SE F} U {(S], A, Sz) - (Sl, B, S3) (S3, B, Sz) |
V' s1, 82,83 Sund V Regeln A — BB, e P, A, By, B, e N} U
{(s1,A,8) >t|VA—>te Pund V sy, s; € S mitd(sy, t) =55}

Falls € e R n L, dann fiige 0 — € hinzu.

Beispiel: 0 —>* titotstats € (L(A) M L(G))

- in G gibt es eine Ableitung:

/ \
A] AZ
B, B, Bs B4
/ \
C G,

t t t3 t4 ts
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- in A gibt es einen Weg:

t4

- in G gibt es dann eine Ableitung der Form:

0
(So, 9, s5)
/ \
(So, A1, $2) (S2, As, 85)
(So, B, s1) (S1, Ba, 52) (S2, Bs, s3) (S3, Ba, s5)
/N
(S3,C1,81)  (Sa, Ca, )
t t t3 ts ts

L(G) c L(G) N L(A), weil:
Betrachtet man in einer Ableitung fiir G nur die Mittelkomponenten, so
erhilt man eine Ableitung fiir G, also L(G) < L(G).
Fiir das abgeleitete Wort tit,...t; € L(G) mul} gelten 8(si.1, ti) =s;,
i=1, ..., r mit Anfangszustand sy und s, € F, also L(G) c L(A).

L(G) 2 L(G) N L(A), weil:
Wenn eine Ableitung u € L(G) vorliegt und eine Uberfithrungsfunktion
8(si.1, t) =si,i=1, ..., 1, u = t;...t;, dann erhilt man eine Ableitung in G,
indem man die Zustédnde geeignet an die Nonterminals links und rechts
“anklebt®. O



Vorlesungsmitschrift Theoretische Informatik ||
Vorlesung vom 20.10.2000

Bemerkung
CF ist nicht abgeschlossen gegen Durchschnitt und Komplement.
Begriindung:
L={a"b"c¢" |[n,m>0} und L‘ = {a"b"c" |n, m > 0}.
Dann gilt L N L* = {a"b"c" | n > 0}.
Mit Hilfe des Pumping-Lemmas kann man zeigen, da3 L n L* nicht kontextfrei
ist (aber kontextsensitiv).

Nach den deMorganschen Regeln gilt L; N I:= _L1 v L,. Da CF gegen
Vereinigung abgeschlossen ist, wiirde aus dem Abschlufl gegen Komplement
der Abschluf3 gegen Durchschnitt folgen.

Folgerung K
(Weitere Vereinfachung des Satzes von Chomsky-Schiitzenberger durch Reduzierung der Anzahl der
Klammerpaare auf 2)

L c L* ist kontextfrei < Es existiert ein Alphabet T¢, eine regulire Menge R < T¢
sowie zwei Homomorphismen h: T¢" — T* und g: T — T,* mit L = h(R n g'(D)).
(D)
Beweis:
Fiir g: T - To* mit g(a)) = alazi, g(by) = bzibl gilt D, = g'l(Dz), weil:
-Dy c g'(Dy), da g(Dy) € Dy
-D,D> g'l(Dz), dajedesu e g'l(Dz) nur auf Klammerungen der alazi bzibl
abgebildet werden kann, also korrespondierende Klammern a;b; enthélt und
folglich u € D, gilt.
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5.4. Pushdown-Akzeptoren (Kellerautomaten, PDA)

Visualisierung:

X* 3 Eingabe

Definition L

N

S | bo

—

=

Einen deterministischen Pushdown-Akzeptor (DPDA) beschreibt man durch ein
7-Tupel p=(X, I, S, 9, sg, by, F) mit:

(1)

(i1)
(iii)

X (Eingabealphabet), I' (Kelleralphabet), S (Zustandsmenge) sind endliche
nichtleere Mengen und || > 2

so € S (Anfangszustand), by € T" (bottom-Element), F < S (Endzusténde)
0: Sx (X u {e})xT"' = S x I'’* Zustandsiibergangsfunktion mit

1) aus 0(s, a, bg) = (s, u) folgt u =beu* und by kommt in u* nicht vor
2) aus (s, a, ¢) = (s, u) und ¢ # by folgt by kommt nicht in u vor
3) wenn (s, €, ¢) definiert ist, dann ist (s, a, ¢) fiir alle a € X undefiniert

Falls &: S x (X U {e}) x ' — 25" mit

1) d(s, a, ¢) ist fiiralle s € S, a € (X U {€}) eine endliche Menge
2) aus (s, u) € o(s, a, by) folgt u=bou‘ und by kommt in u‘ nicht vor
3) aus (s, u) € 9(s, a, ¢) mit ¢ # by folgt by kommt in u nicht vor

dann heif3t p nichtdeterministischer Pushdown-Akzeptor (NPDA).

Definition M
Seip =

durch:
(1)

(1)
(ii1)

(iv)

)

(X, T, S, §, sg, by, F) ein NPDA. Dann definiert p einen abstrakten Automaten

K =S xX*x ({bo}-(I"\{bo})*) heilit Konfigurationsmenge von p.

o: X* — K mit o(w) = (s9, W, bg), Vw € X*

1 K = 2¥ sei definiert durch:

V(s,w,ve)e K,ceT gelte:é\(s, w, ve) = {(s*, w, |3 &(s, &, ¢) = (s°, V)}
U {(s, w, V) |w=aw*mitae Xund 3 (s, a, c) = (s, V)}
(Uberfiihrungsrelation)

die von p akzepierte Sprache lautet:

Lip)={we X*|dke Np,ve I'*,;s € Fmit(s,&, V)€ Sk(oc(w)).

(p akzeptiert alle Worter, wenn sie vollstidndig gelesen sind und ein Endzustand erreicht ist.

Der verbleibende Kellerinhalt wird nicht beachtet. Es gibt jedoch immer einen dquivalenten
NPDA, der seinen Keller leert, bevor er terminiert.)

Laepa (Lpppa) ist die Klasse aller Sprachen, die durch nichtdeterministische
(deterministische) PDAs erkannt werden.
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