Kapitel 4 - Algorithmen
auf Zahlen

® Multiplikation von binaren Zahlen

® Matrixmultiplikation




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation ganzer Zahlen




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation ganzer Zahlen

Schulmethode zur Multiplikation n-stelliger
Binarzahlen a und b (n=8):




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation ganzer Zahlen

Schulmethode zur Multiplikation n-stelliger
Binarzahlen a und b (n=8):

aaaaaaaa * bbbbbbbb




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation ganzer Zahlen

Schulmethode zur Multiplikation n-stelliger
Binarzahlen a und b (n=8):

aaaaaaaa * bbbbbbbb
XXXXXXXX




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation ganzer Zahlen

Schulmethode zur Multiplikation n-stelliger
Binarzahlen a und b (n=8):

aaaaaaaa * bbbbbbbb

XX XXXXXX
XX XXXXXX




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation ganzer Zahlen

Schulmethode zur Multiplikation n-stelliger
Binarzahlen a und b (n=8):

aaaaaaaa * bbbbbbbb
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation ganzer Zahlen

Schulmethode zur Multiplikation n-stelliger
Binarzahlen a und b (n=8):

aaaaaaaa * bbbbbbbb
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation ganzer Zahlen

Schulmethode zur Multiplikation n-stelliger
Binarzahlen a und b (n=8):

aaaaaaaa * bbbbbbbb
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation ganzer Zahlen

Schulmethode zur Multiplikation n-stelliger
Binarzahlen a und b (n=8):

aaaaaaaa * bbbbbbbb
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation ganzer Zahlen

Schulmethode zur Multiplikation n-stelliger
Binarzahlen a und b (n=8):

aaaaaaaa * bbbbbbbb
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation ganzer Zahlen

Schulmethode zur Multiplikation n-stelliger
Binarzahlen a und b (n=8):

aaaaaaaa * bbbbbbbb
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation ganzer Zahlen

Schulmethode zur Multiplikation n-stelliger
Binarzahlen a und b (n=8):

aaaaaaaa * bbbbbbbb
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation ganzer Zahlen

Schulmethode zur Multiplikation n-stelliger
Binarzahlen a und b (n=8):

aaaaaaaa * bbbbbbbb
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX

A XXX XXXXXXXXXXXX




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation ganzer Zahlen

Schulmethode zur Multiplikation n-stelliger
Binarzahlen a und b (n=8):

aaaaaaaa * |bbbbbbbb
XXXXXXKXX
XXXXXXKX
XXXXXXKX
XXXKXXXKX
XXXXXXKX
XXXXXXKX
XXXKXXXKX

XXXXXXKX

A XXX XXXXXXXXXXXX




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation ganzer Zahlen

Schulmethode zur Multiplikation n-stelliger
Binarzahlen a und b (n=8):

aaaaaaaa * bbbbbbbb
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX

A XXX XXXXXXXXXXXX




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation ganzer Zahlen

Schulmethode zur Multiplikation n-stelliger
Binarzahlen a und b (n=8):

aaaaaaaa * bpbbbbbb

iXXXXXXXX

XX XXXXXX
XX XXXXXX
XX XXXXXX
XX XXXXXX
XX XXXXXX
XXXXXXXX

A XXX XXXXXXXXXXXX




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation ganzer Zahlen

Schulmethode zur Multiplikation n-stelliger
Binarzahlen a und b (n=8):

aaaaaaaa * bbbbbbbb
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX

A XXX XXXXXXXXXXXX




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation ganzer Zahlen

Schulmethode zur Multiplikation n-stelliger
Binarzahlen a und b (n=8):

aaaaaaaa * bbpbbbbbb
XXXXXKXXX

XX XXX XXX

XX XXX XXX

XX XXX XXX

XXXXKXKXXX
XX XXXKXXX

XX XXXKXXX

XXXXXKXXX

A XXX XXXXXXXXXXXX




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation ganzer Zahlen

Schulmethode zur Multiplikation n-stelliger
Binarzahlen a und b (n=8):

aaaaaaaa * bbbbbbbb
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX
XXXXXXXX

A XXX XXXXXXXXXXXX




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation ganzer Zahlen

Schulmethode zur Multiplikation n-stelliger
Binarzahlen a und b (n=8):

aaaaaaaa * bbbbbbbb
XXX XXXXX
XXXXXXXX
XXX XXXXX — )
B b=0: zugeh. Zeile
XXXXXKXKXX entfallt
XXX XXXXX
XXXXXXXX
XXX XXXXX

A XXX XXXXXXXXXXXX




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Schulmethode

Lemma:

Die Schulmethode benotigt zur Multiplikation
zweier binarer n-Bit Zahlen maximal

2n(n-1)=0(n?)

einstellige Bitadditionen.
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Multiplikation - Beschleunigung

® Gesucht: wesentlich schnellere Methode

® |dee: Divide and conquer-Verfahren
(teile und herrsche)

® /erlege das Problem in zwei Teile

® |ose ¢

as Problem fur die beiden Teile

® fuge die Teilergebnisse zum
Gesamtergebnis zusammen.
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® Wie teilt man zwei n-stellige Binarzahlen
a=(an-1,...a0) und b=(bp.1,...,bo)?

® Setze

all=(an-1,...a [n21),a0=(arnn21 -1,...20)
b(=(bn-1,...b [n27), bO=(b [n27 -1,...b0)

® Dann gilt:
1=a(1)-2 (027 4 5(0)

b=b()-2 [n2 ] 4 H(0)
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Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Beschleunigung

® |eider gilt:Aus
T(n)=4*T(n/2)+O(n),
T(1)=I
e folgt (selbst nachweisen!)
T(n)=0(n?),

also nicht besser als die Schulmethode.
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Multiplikation - geniale Idee

® Geniale ldee:
ab = a()-p(H-22 [n/2]

+3(Dp0).9 T2 4,(0).p(1).9 Tn/2T

+3(0).50)

® umschreiben zu:
(a)+2©) - (b(M+bO) - (a(Vb(+2@bO).
| Multiplikation und 3 Additionen.
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| Multiplikation und 3 Additionen.




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - geniale Idee

® Geniale ldee:
ab = a()-p(H-22 [n/2]

hier:
| Addition

b1 (0).p(1).9 2]

* +5(1)-p(0).9 /2]

+3(0).50)

® umschreiben zu:

(a+2©) - (b(N+bO) - (a()-b(N+2©-b©).
| Multiplikation und 3 Additionen.




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - geniale Idee

® Geniale ldee:
ab = a()-p(H-22 [n/2]

* +3(Dp0).9 T2 4,(0).p(1).9 Tn/2T

+2(0)-5(0)
® umschreiben zu:
(a)+2©) - (b(M+bO) - (a(Vb(+2@bO).
| Multiplikation und 3 Additionen.




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - geniale Idee

® Geniale ldee:
ab = a()-p(H-22 [n/2]

* +3(Dp0).9 T2 4,(0).p(1).9 Tn/2T

+2(0)-5(0)
® umschreiben zu:
(a+a@)[fbM+bO) - (a1 b()+2@bO).
| Multiplikation und 3 Additionen.




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - geniale Idee

® Geniale ldee:
ab = a()-p(H-22 [n/2]

* +3(Dp0).9 T2 4,(0).p(1).9 Tn/2T

+2(0)-5(0)
® umschreiben zu:
(a)+2©) - (b(M+bO) - (a(Vb(+2@bO).
| Multiplikation und 3 Additionen.




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - geniale Idee

® Geniale ldee:
ab = a()-p(H-22 [n/2]

* +3(Dp0).9 T2 4,(0).p(1).9 Tn/2T

+3(0).50)

® umschreiben zu:

(afEh©) - (b(1

-+

b©) - a)-b(Mfth

©-50),

| Multiplikation und 3 Additionen.




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - geniale Idee

® Geniale ldee:
ab = a()-p(H-22 [n/2]

* +3(Dp0).9 T2 4,(0).p(1).9 Tn/2T

+2(0)-5(0)
® umschreiben zu:
(a)+2©) - (b(M+bO) - (a(Vb(+2@bO).
| Multiplikation und 3 Additionen.




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - geniale Idee

® Geniale ldee:
ab F2apB{)-22 [n/2]

* +3(Dp0).9 T2 4,(0).p(1).9 Tn/2T

+2(0).p0) liegen
. bereits vor
® umschreiben zu:

(a+a®) - (bM+b®) - @D BN b©).
| Multiplikation und 3 Additionen.




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - geniale Idee

® Geniale ldee:
ab = a()-p(H-22 [n/2]

* +3(Dp0).9 T2 4,(0).p(1).9 Tn/2T

+2(0)-5(0)
® umschreiben zu:
(a)+2©) - (b(M+bO) - (a(Vb(+2@bO).
| Multiplikation und 3 Additionen.




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - geniale Idee

® Geniale ldee:
ab = a()-p(H-22 [n/2]

* +3(Dp0).9 T2 4,(0).p(1).9 Tn/2T

F20b® liegen

: bereits vor
® umschreiben zu:

(aD+a©) - (b +bO) - @ b()+{OH)).

| Multiplikation und 3 Additionen.




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - geniale Idee

® Geniale ldee:
ab = a()-p(H-22 [n/2]

* +3(Dp0).9 T2 4,(0).p(1).9 Tn/2T

+2(0)-5(0)
® umschreiben zu:
(a)+2©) - (b(M+bO) - (a(Vb(+2@bO).
| Multiplikation und 3 Additionen.




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Ergebnis

® |nsgesamt:

® Gespart: | Multiplikation

® Geopfert: 3 Additionen

® Da Multiplikationen aufwendiger als
Additionen insgesamt Operationen und

ZLeit gespart.




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Ergebnis

ab=a(-p(1)-22 [n2]]

+(a+20) (b(N+b©)-(a(b(+20)-H©)
+2(0).50)

Laufzeit nun:

T(n) =2T([n/27)+T( n/27 +1)+O(n)
<3T([n/2] +1)+O(n).

Konstante in O(n):




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Ergebnis

ab:q(l).b(l)?z [ n/2 ]

+(a()+a@) (b(N+bO)-(a(1b(+20)-H )
Fa0b )

Laufzeit nun:

T(n) FZTCTAZ T)+T( [n/27 +1)+O(n)

<3T([n/2] +1)+O(n).

Konstante in O(n):




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Ergebnis

ab=a(-p(1)-22 [n2]]

+(a+20) (b(N+b©)-(a(b(+20)-H©)
+2(0).50)

Laufzeit nun:

T(n) =2T([n/27)+T( n/27 +1)+O(n)
<3T([n/2] +1)+O(n).

Konstante in O(n):




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Ergebnis

ab=a(-p(1)-22 [n2]]

+@D+20) - (b+b®)-(a()-b(+2©)-HO)
+2(0).50)

Laufzeit nun:

T(n) =2T( [ n2'] FT( a2 +])+O(n)

<3T([n/2] +1)+O(n).

Konstante in O(n):




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Ergebnis

ab=a(-p(1)-22 [n2]]

+(a+20) (b(N+b©)-(a(b(+20)-H©)
+2(0).50)

Laufzeit nun:

T(n) =2T([n/27)+T( n/27 +1)+O(n)
<3T([n/2] +1)+O(n).

Konstante in O(n):




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Ergebnis

ab=a(-p(1)-22 [n2]]

@M +20)- (b +b@)fa)-b()Ha -5 )
[ 42050

Laufzeit nun:

T(n) =2T([n/27)+T([n/27] +1)+DA)

<3T([n/2] +1)+O(n).

Konstante in O(n):




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Ergebnis

ab=a(-p(1)-22 [n2]]

+(a+20) (b(N+b©)-(a(b(+20)-H©)
+2(0).50)

Laufzeit nun:

T(n) =2T([n/27)+T( n/27 +1)+O(n)
<3T([n/2] +1)+O(n).

Konstante in O(n):




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Ergebnis

ab=a(-p(1)-22 [n2]]

Ha+20) (b(N+bO)-(a(1b()+20)-H )
+3(0).50)

Laufzeit nun:

T(n) =2T([n/27)+T( n/27 +1)+O(n)
<3T([n/2] +1)+O(n).

Konstante in O(n):




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Ergebnis

ab=a(-p(1)-22 [n2]]

Ha+20) (b(N+bO)-(a(1b()+20)-H )
+3(0).50)

Laufzeit nun:

T(n) =2T([n/27)+T( n/27 +1)+O(n)
<3T([n/2] +1)+O(n).

Konstante in O(n):
2n+




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Ergebnis

ab=a(-p(1)-22 [n2]]

(@A) (b +b©)-(a()b()+2©)-H0)
+3(0)5(0)

Laufzeit nun:

T(n) =2T([n/27)+T( n/27 +1)+O(n)
<3T([n/2] +1)+O(n).

Konstante in O(n):
2n+




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Ergebnis

ab=a(-p(1)-22 [n2]]

(@A) (b +b©)-(a()b()+2©)-H0)
+3(0)5(0)

Laufzeit nun:

T(n) =2T([n/27)+T( n/27 +1)+O(n)
<3T([n/2] +1)+O(n).

Konstante in O(n):
2n+2(n/2)+




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Ergebnis

ab=a(-p(1)-22 [n2]]

AL @) (b Eb©)- @b () +20bO)
+3(0)5(0)

Laufzeit nun:

T(n) =2T([n/27)+T( n/27 +1)+O(n)
<3T([n/2] +1)+O(n).

Konstante in O(n):
2n+2(n/2)+




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Ergebnis

ab=a(-p(1)-22 [n2]]

b ©)- (b

+2(0)-5(0)

Laufzeit nun:

+b©)-(a)-b()+20-H0)

T(n) = 2T( [n/27 )+T( [n/27 +1)+O(n)

<3T([n/2] +1)+O(n).

Konstante in O(n):
2n+2(n/2)+2(n/

2)+




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Ergebnis

ab=a(-p(1)-22 [n2]]

(2L (b EbOERD-b()+20bO)

+2(0)-5(0)

Laufzeit nun:

T(n) =2T([n/27)+T( n/27 +1)+O(n)
<3T([n/2] +1)+O(n).

Konstante in O(n):
2n+2(n/2)+2(n/2)+




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Ergebnis

ab=a(-p(1)-22 [n2]]

(2L (b EbOERD-b()+20bO)

+2(0)-5(0)

Laufzeit nun:

T(n) =2T([n/27)+T( n/27 +1)+O(n)
<3T([n/2] +1)+O(n).

Konstante in O(n):
2n+2(n/2)+2(n/2)+2n+




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Ergebnis

ab=a(-p(1)-22 [n2]]

+(a<'<°>)-(b<'J£|><°>Ea<'>-b<E 20)b(0))

+2(0)-5(0)

Laufzeit nun:

T(n) =2T([n/27)+T( n/27 +1)+O(n)
<3T([n/2] +1)+O(n).

Konstante in O(n):
2n+2(n/2)+2(n/2)+2n+




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Ergebnis

ab=a(-p(1)-22 [n2]]

b ©)- (b

+2(0)-5(0)

Laufzeit nun:

+hO(

h()-b(D+

201 0))

T(n) = 2T( [n/27 )+T( [n/27 +1)+O(n)

<3T([n/2] +1)+O(n).

Konstante in O(n):

In+2(n/2)+2(n/2)+2n+2n+




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Ergebnis

ab=a(-p(1)-22 [n2]]

-+

-+

(2R ©)-(b()

10)-p(0)

Laufzeit nun:

T(n) = 2T( [n/27 )+T( [n/27 +1)+O(n)

+hO(

h()-b(D+

<3T([n/2] +1)+O(n).

Konstante in O(n):
2n+2(n/2)+2(n/2)+2n+2n+

201 0))




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Ergebnis

ab=a(-p(1)-22 [n2]]

-+

-+

(2R ©)-(b()

10)-p(0)

Laufzeit nun:

T(n) = 2T( [n/27 )+T( [n/27 +1)+O(n)

+hO(

h()-b(D+

<3T([n/2] +1)+O(n).

Konstante in O(n):
2n+2(n/2)+2(n/2)+2n+2n+2n

201 0))




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Ergebnis

ab=a(-p(1)-22 [n2]]

-+

-+

(2R ©)-(b()

10)-p(0)

Laufzeit nun:

T(n) = 2T( [n/27 )+T( [n/27 +1)+O(n)

+hO(

h()-b(D+

<3T([n/2] +1)+O(n).

Konstante in O(n):
2n+2(n/2)+2(n/2)+2n+2n+2n =10n

201 0))




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Rekursionsgleichung




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Rekursionsgleichung

Lose Rekursionsgleichung (Annahme n
Zweierpotenz):




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Rekursionsgleichung

Lose Rekursionsgleichung (Annahme n
Zweierpotenz):

T(n)=3 T(n/2+1)+O(n)




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Rekursionsgleichung

Lose Rekursionsgleichung (Annahme n
Zweierpotenz):

T(n)=3 T(n/2+1)+O(n)
<32T(n/22+2)+3-10(n/2+1)+2+10n




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Rekursionsgleichung

Lose Rekursionsgleichung (Annahme n
Zweierpotenz):

T(n)=3 T(n/2+1)+O(n)
<32T(n/22+2)+3-10(n/2+1)+2+10n
=33 T(n/23+2)+3210(n/22)+23-10(n/2)+2+10n




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Rekursionsgleichung

Lose Rekursionsgleichung (Annahme n
Zweierpotenz):

T(n)=3 T(n/2+1)+O(n)
<32T(n/22+2)+3-10(n/2+1)+2+10n
=33 T(n/23+2)+3210(n/22)+23-10(n/2)+2+10n

... hach k lterationen




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Rekursionsgleichung

Lose Rekursionsgleichung (Annahme n
Zweierpotenz):

T(n)=3 T(n/2+1)+O(n)
<32T(n/2%+2)+3:10(n/2+1)+2+10n
=33T(n/23+2)+3210(n/2%)+2:3:10(n/2)+2+10n
... nach k lterationen

<3KT(n/2%+2)+3 =0 (3+10(n/2)+2)




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Rekursionsgleichung

Lose Rekursionsgleichung (Annahme n
Zweierpotenz):

T(n)=3 T(n/2+1)+O(n)
<32T(n/2%+2)+3:10(n/2+1)+2+10n
=33T(n/23+2)+3210(n/2%)+2:3:10(n/2)+2+10n
... nach k Iterationen
<3kT(n/2%+2)+> =% " (3" 10(n/21)+2)
fur k=log n gilt dann




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Rekursionsgleichung

Lose Rekursionsgleichung (Annahme n
Zweierpotenz):

T(n)=3 T(n/2+1)+O(n)
<32T(n/2%+2)+3:10(n/2+1)+2+10n
=33T(n/23+2)+3210(n/2%)+2:3:10(n/2)+2+10n
... nach k Iterationen
<3kT(n/2%+2)+> =% " (3" 10(n/21)+2)
fur k=log n gilt dann
<3108 T(n/2l9g8 "+2)+3 i=glog -1 (311 0(n/2")+2)




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Rekursionsgleichung

Lose Rekursionsgleichung (Annahme n
Zweierpotenz):

T(n)=3 T(n/2+1)+O(n)
<32T(n/2%+2)+3:10(n/2+1)+2+10n
=33T(n/23+2)+3210(n/2%)+2:3:10(n/2)+2+10n
... nach k Iterationen
<3kT(n/2%+2)+> =% " (3" 10(n/21)+2)
fur k=log n gilt dann
<3108 T(n/2l9g8 "+2)+3 i=glog -1 (311 0(n/2")+2)
<?7log 3 logn T(3)+ 103 i=g'o8 ! (3i.(n/2i)+2)




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Rekursionsgleichung

Lose Rekursionsgleichung (Annahme n
Zweierpotenz):

T(n)=3 T(n/2+1)+O(n)
<32T(n/2242)+3:10(n/2+1)+2+10n
=33T(n/23+2)+3%10(n/2%)+2:3:10(n/2)+2+10n
... nach k Iterationen
<3KT(n/2%4+2)+3 =0 (3"10(n/2))+2)
fur k=log n gilt dann
<3leenT(n/2'98 "+2)+3i=¢'°8 -1(3"-10(n/2")+2)
<2log3logn T(3)+] 03 =0'o8 ! (31 (n/21)+2)
<9n'°8 3+10%;=0'e ™!(3//2))+2 log n,da T(3)<9




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Rekursionsgleichung




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Rekursionsgleichung

<9n'og 3+ | 03 =98 1 (3/2)+2 log n, da T(3)<9




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Rekursionsgleichung

<9nlog 3+ | 03 i=o'0e ™1 (31/21)+2 log n, da T(3)<9
<9n'og 3+ | On((3/2)'° "-1)/(3/2)-1)+2 log n




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Rekursionsgleichung

<9niog 3+ 03 =¢'°2 1 (31/21)+2 log n, da T(3) <9
<9nlog 3+ 10n((3/2)/°¢ - 1)/(3/2)-1)+2 log n
<9nlog 3+20n2log I>logn_1+2 |og n




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Rekursionsgleichung

<9niog 3+ 03 =¢'°2 1 (31/21)+2 log n, da T(3) <9
<9nlog 3+ 10n((3/2)/°¢ - 1)/(3/2)-1)+2 log n
<9nlog 3+20n2log I>logn_1+2 |og n

<9nl°g 3+20n'°8 3+2 log n




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Rekursionsgleichung

<9niog 3+ 03 =¢'°2 1 (31/21)+2 log n, da T(3) <9
<9nlog 3+ 0n((3/2)"°e"-1)/(3/2)-1)+2 log n
<9nlog 3+20n2log I>logn_1+2 |og n

<9nl°g 3+20n'°8 3+2 log n

<29n°23+2 log n=0O(n'*¢3)  (log 3 =
|.585).




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Rekursionsgleichung

<9niog 3+ 03 =¢'°2 1 (31/21)+2 log n, da T(3) <9
<9nlog 3+ 0n((3/2)"°e"-1)/(3/2)-1)+2 log n
<9nlog 3+20n2log I>logn_1+2 |og n

<9nl°g 3+20n'°8 3+2 log n

<29n°23+2 log n=0O(n'*¢3)  (log 3 =
|.585).




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Rekursionsgleichung

<9niog 3+ 03 =¢'°2 1 (31/21)+2 log n, da T(3) <9
<9nlog 3+ 0n((3/2)"°e"-1)/(3/2)-1)+2 log n
<9nlog 3+20n2log I>logn_1+2 |og n

<9nl°g 3+20n'°8 3+2 log n

<29n°23+2 log n=0O(n'*¢3)  (log 3 =
|.585).

Satz




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Rekursionsgleichung

<9niog 3+ 03 =¢'°2 1 (31/21)+2 log n, da T(3) <9
<9nlog 3+ 0n((3/2)"°e"-1)/(3/2)-1)+2 log n
<9nlog 3+20n2log I>logn_1+2 |og n

<9nl°g 3+20n'°8 3+2 log n

<29n°23+2 log n=0O(n'*¢3)  (log 3 =
|.585).

Satz
Zwei n-stellige Binarzahlen konnen mit




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Rekursionsgleichung

<9niog 3+ 03 =¢'°2 1 (31/21)+2 log n, da T(3) <9
<9nlog 3+ 0n((3/2)"°e"-1)/(3/2)-1)+2 log n
<9nlog 3+20n2log I>logn_1+2 |og n

<9nl°g 3+20n'°8 3+2 log n

<29n°23+2 log n=0O(n'*¢3)  (log 3 =
|.585).

Satz
Zwei n-stellige Binarzahlen konnen mit
29n'°g 3+2 log n=0(n'°g 3)




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Rekursionsgleichung

<9niog 3+ 03 =¢'°2 1 (31/21)+2 log n, da T(3) <9
<9nlog 3+ 0n((3/2)"°e"-1)/(3/2)-1)+2 log n
<9nlog 3+20n2log I>logn_1+2 |og n

<9nl°g 3+20n'°8 3+2 log n

<29n°23+2 log n=0O(n'*¢3)  (log 3 =
|.585).

Satz

Zwei n-stellige Binarzahlen konnen mit
29n'°g 3+2 log n=0(n'°g 3)

vielen Bit-Operationen multipliziert werden.




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Drawback

T(n)=29n'°¢ 3+2 log n=0(nl°g 3)

® VWann ist dieser Ausdruck uberhaupt besser als das
traditionelle n? bei Schulmethode?

29n'°g3+2 |og n<n?
gilt erst ab etwa n=500-stelligen Binarzahlen.

® Fur n<500 ist die Schulmethode besser.




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Drawback

Verbesserung: Breche den Algorithmus bei
Binarzahlen der Lange 2™+2 ab und gehe von dort
zur Schulmethode uber.

Wie findet man den optimalen Umschaltzeitpunkt:

<3kT(n/2%+2)+> =% " (3"10(n/21)+2)
Rechne von hier fur k=log n - m weiter:

Ergebnis nach langerer Rechnerei: optimaler

Umschaltzeitpunkt: Lange der Binarzahlen zwischen
10 und 18.

Konstante sinkt dann auf etwa |0.




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - Rekursionsgleichung

Satz

Zwei n-stellige Binarzahlen konnen mit
10n'°g 3+2 log n=0(n'°g 3)

vielen Bit-Operationen multipliziert werden.

Algorithmus schlagt Schulmethode ab etwa n=50.

35 Jahre lang bester Algorithmus:

Satz (A.Schonhage,V. Strassen, 1971)
Zwei n-stellige Binarzahlen konnen mit
O(n log n log log n)
vielen Bit-Operationen multipliziert werden.




Algorithmen auf Zahlen
Multiplikation - bestes Ergebnis zur Zeit

Aktuell bester Algorithmus:

Satz (M. Furer, 2007)
Zwei n-stellige Binarzahlen konnen mit
O(n log n 20(leg™ m)
vielen Bit-Operationen multipliziert werden.




Algorithmen auf Zahlen
Matrixmultiplikation

a||l 4|2 bll bl2
a21 a2 b21 b2

(




Algorithmen auf Zahlen
Matrixmultiplikation

bii b2
a21 a2 b21 b2

(




Algorithmen auf Zahlen
Matrixmultiplikation

A




Algorithmen auf Zahlen
Matrixmultiplikation

A




Algorithmen auf Zahlen
Matrixmultiplikation

(=) (i} ) =

(a| 1bi1+ai2ba

C




Algorithmen auf Zahlen
Matrixmultiplikation

) 9 -

(a||b||+a|2b2| )

C




Algorithmen auf Zahlen
Matrixmultiplikation

) 9 -

ajbiit+aba
a21bi2taznba;

C




Algorithmen auf Zahlen
Matrixmultiplikation

) 9 -

ajbiit+aba
a2ibi1+axnbz  azibiptaznbi;

C




Algorithmen auf Zahlen
Matrixmultiplikation

) 9 -

ajibii+anbar  ajnbiatanbx
a2ibi1+axnbz  azibiptaznbi;

C




Algorithmen auf Zahlen
Matrixmultiplikation

® (Gegeben zwei nxn-Matrizen A und B.
® Gesucht: Matrix C=AB

® Anwendungen in allen Gebieten:

® Wegeprobleme in Graphen
® Physik (riesige Matrizen)

® lineare Algebra




Algorithmen auf Zahlen
Matrixmultiplikation - Schulmethode

ci—ailbijtainbyjtaizbsjt...+ain-1bn-1jFainbn;

® je Matrixelement cj notig: n Multiplikationen
und n-| Additionen

® n? Matrixelemente sind zu berechnen:
n%(n+n-1)=2n3-n?=0(n3)

Operationen.




Algorithmen auf Zahlen
Matrixmultiplikation - geniale Ideen

Divide-and-conquer-Verfahren

intelligente Berechnungsmethode, die
Multiplikationen auf Kosten von Additionen

spart

Generalannahme: n Zweierpotenz, sonst
Matrix auf nachste Zweierpotenz mit Nullen
erweitern




Algorithmen auf Zahlen
Matrixmultiplikation - Vorgehen

Divide-and-conquer-Verfahren

® Teile A und B in je 4 gleichgrol3e n/2xn/2
Teilmatrizen auf:

Al A 1 B2
Azl An B21 B2
und berechne
Cii =A1Bi +Ai2Ba
Ci2=AnBi2 +A2Bx
Ca1i =A2Bi1 + A2 B2y

Can =A2Bi2 +AnB»




Algorithmen auf Zahlen
Matrixmultiplikation - Vorgehen

Divide-and-conquer-Verfahren
® Teile A und B in je 4 gleichgrol3e n/2xn/2

Teilmatrizen auf:

Al A 1 B2
Azl An B21 B2
und berechne
Cii =A1Bi +Ai2Ba
Ci2=AnBi2 +A2Bx
Ca1i =A2Bi1 + A2 B2y

Can =A2Bi2 +AnB»

8 Matrixmultiplikationen
von n/2xn/2-Matrizen
und 4 Matrixadditionen




Algorithmen auf Zahlen
Matrixmultiplikation - Vorgehen

® |aufzeit:
T(n)=8T(n/2)+n?
T(1)=1I
® | osung leider (Selbst nachweisen!):
T(n)=0(n%)

® kein Gewinn gegenuber Schulmethode




Algorithmen auf Zahlen
Matrixmultiplikation -

Strassen-Algor.

® Spare durch geschickte Zwischenrechnungen

eine Multiplikation ein:

® Berechne:

Mi = (Ai12-A22)(B21+B22)
M3 = (A11-A21)(Bi1+B2)
Ms =A1(Bi2-B22)
M7 = (A21+A22)Bi

und dann:
Cii = M+M2-M4+Mg
Ca1 = MetMy

M2 = (A11+A2)(Bi1+B2)
M4 = (A11+A12)B2
Me = A22(B21-B11)

Ci2 = M4t+Ms
C22 = My-M3+M;5-My.




Algorithmen auf Zahlen

Matrixmultiplikation -

Strassen-Algor.

® Spare durch geschickte Zwischenrechnungen

eine Multiplikation ein:

® Berechne:

Mi = (Ai12-A22)(B21+B22)
M3 = (A1 1-A21){Bi1+B2)

Ms =A||HB|2- )

M7 = (A2|+A223}||
und dann:

Cii = M+M2-M4+Mg

C21 = Me¢tMy

/ Multiplikationen

M2 = (A11+A2)[B11+B22)
Ms = (A11+A 12 B2

Ms =A2EkBZI' 1)

Ci2 = M4t+Ms
C22 = My-M3+M;5-My.




Algorithmen auf Zahlen
Matrixmultiplikation -

Strassen-Algor.

® Spare durch geschickte Zwischenrechnungen

eine Multiplikation ein:

® Berechne:

Mi = (Ai12-A22)(B21+B22)
M3 = (A11-A21)(Bi1+B2)
Ms =A1(Bi2-B22)
M7 = (A21+A22)Bi

und dann:
Cii = M+M2-M4+Mg
Ca1 = MetMy

M2 = (A11+A2)(Bi1+B2)
M4 = (A11+A12)B2
Me = A22(B21-B11)

Ci2 = M4t+Ms
C22 = My-M3+M;5-My.




Algorithmen auf Zahlen
Matrixmultiplikation - Strassen-Algor.

® Spare durch geschickte Zwischenrechnungen
eine Multiplikation ein:

| 8 Additionen

® Berechne:

Mi = (A12-A22)(B21+B22) M2 = (A11+A22)(B11+B22)
M3 = (A11-A21))(Bii+Bi2) M4 = (A11+AI12)B2
Ms =A1(Bi2-B22) Me = A22(B21-B11)
M7 = (A21+A22)Bi
und dann:
Cii = M+M2-M4+Mg Ci2 = M4t+Ms
Ca1 = MetMy C22 = M2-M3+M;s-My.




Algorithmen auf Zahlen
Matrixmultiplikation -

Strassen-Algor.

® Spare durch geschickte Zwischenrechnungen

eine Multiplikation ein:

® Berechne:

Mi = (Ai12-A22)(B21+B22)
M3 = (A11-A21)(Bi1+B2)
Ms =A1(Bi2-B22)
M7 = (A21+A22)Bi

und dann:
Cii = M+M2-M4+Mg
Ca1 = MetMy

M2 = (A11+A2)(Bi1+B2)
M4 = (A11+A12)B2
Me = A22(B21-B11)

Ci2 = M4t+Ms
C22 = My-M3+M;5-My.




Algorithmen auf Zahlen
Matrixmultiplikation - Laufzeit

® |aufzeit:
T(n)=7T(n/2)+18(n/2)?=7T(n/2)+9n?/2
mit T(1)=I

® | osung durch Abwicklung der Rekursion




Algorithmen auf Zahlen
Matrixmultiplikation - Laufzeit




Algorithmen auf Zahlen
Matrixmultiplikation - Laufzeit

T(n)=7T(n/2)+9n?/2




Algorithmen auf Zahlen
Matrixmultiplikation - Laufzeit

T(n)=7T(n/2)+9n?/2
=7-(7T(n/4)+(9/2)(n/2)?)+9n?/2




Algorithmen auf Zahlen
Matrixmultiplikation - Laufzeit

T(n)=7T(n/2)+9n?/2
=7-(7T(n/4)+(9/2)(n/2)?)+9n?/2
=72T(n/4)+7-(9/2)(n/2)2)+9n2/2




Algorithmen auf Zahlen
Matrixmultiplikation - Laufzeit

T(n)=7T(n/2)+9n?/2
=7-(7T(n/4)+(9/2)(n/2)?)+9n?/2
=72T(n/4)+7-(9/2)(n/2)?)+9n?/2

Nach k Iterationen erhalt man:




Algorithmen auf Zahlen
Matrixmultiplikation - Laufzeit

T(n)=7T(n/2)+9n?/2
=7-(7T(n/4)+(9/2)(n/2)?)+9n?/2
=72T(n/4)+7-(9/2)(n/2)?)+9n?/2

Nach k Iterationen erhalt man:
=74T(n/2¥)+Xi=0! 7(9/2)(n/2})?




Algorithmen auf Zahlen
Matrixmultiplikation - Laufzeit

T(n)=7T(n/2)+9n?/2
=7-(7T(n/4)+(9/2)(n/2)?)+9n?/2
=72T(n/4)+7-(9/2)(n/2)?)+9n?/2

Nach k Iterationen erhalt man:
=74T(n/2¥)+Xi=0! 7(9/2)(n/2})?

mit k=log n erhalt man




Algorithmen auf Zahlen
Matrixmultiplikation - Laufzeit

T(n)=7T(n/2)+9n?/2
=7-(7T(n/4)+(9/2)(n/2)?)+9n?/2
=72T(n/4)+7-(9/2)(n/2)?)+9n?/2

Nach k lterationen erhalt man:
=74T(n/2¥)+Xi=0! 7(9/2)(n/2})?

mit k=log n erhalt man
=7Iog n T( | )+zi=0Iog n- | (7/4)|




Algorithmen auf Zahlen
Matrixmultiplikation - Laufzeit

T(n)=7T(n/2)+9n?/2
=7-(7T(n/4)+(9/2)(n/2)?)+9n?/2
=72T(n/4)+7-(9/2)(n/2)?)+9n?/2

Nach k lterationen erhalt man:
=74T(n/2¥)+Xi=0! 7(9/2)(n/2})?

mit k=log n erhalt man
=7Iog n T( | )+zi=0Iog n- | (7/4)|
="log 7 log n +(9/2)n2 Zi=olog n- | (7/4)|




Algorithmen auf Zahlen
Matrixmultiplikation - Laufzeit

T(n)=7T(n/2)+9n?/2
=7-(7T(n/4)+(9/2)(n/2)?)+9n?/2
=72T(n/4)+7-(9/2)(n/2)?)+9n?/2

Nach k lterationen erhalt man:
=74T(n/2¥)+Xi=0! 7(9/2)(n/2})?

mit k=log n erhalt man
=7Iog n T( | )+zi=0Iog n- | (7/4)|
="log 7 log n +(9/2)n2 Zi=olog n- | (7/4)|
=nlog 7 +(9/2)n? (((7/4)'oe"-1)/(7/4-1)




Algorithmen auf Zahlen
Matrixmultiplikation - Laufzeit

T(n)=7T(n/2)+9n?/2
=7-(7T(n/4)+(9/2)(n/2)?)+9n?/2
=72T(n/4)+7-(9/2)(n/2)?)+9n?/2

Nach k lterationen erhalt man:
=74T(n/2¥)+Xi=0! 7(9/2)(n/2})?

mit k=log n erhalt man
=7Iog n T( | )+zi=0Iog n- | (7/4)|
="log 7 log n +(9/2)n2 Zi=olog n- | (7/4)|
=nlog 7 +(9/2)n? (((7/4)'oe"-1)/(7/4-1)
<n'°¢7 +(9/2)n? (4/3) nlog 7-log 4




Algorithmen auf Zahlen
Matrixmultiplikation - Laufzeit

T(n)=7T(n/2)+9n?/2
=7-(7T(n/4)+(9/2)(n/2)?)+9n?/2
=72T(n/4)+7-(9/2)(n/2)?)+9n?/2

Nach k lterationen erhalt man:
=74T(n/2¥)+Xi=0! 7(9/2)(n/2})?

mit k=log n erhalt man
=7Iog n T( | )+zi=0Iog n- | (7/4)|
="log 7 log n +(9/2)n2 Zi=olog n- | (7/4)|
=nlog 7 +(9/2)n? (((7/4)'oe"-1)/(7/4-1)
<n'°¢7 +(9/2)n? (4/3) nlog 7-log 4
< I~'|0g7 +6 nlog7




Algorithmen auf Zahlen
Matrixmultiplikation - Laufzeit

T(n)=7T(n/2)+9n?/2
=7-(7T(n/4)+(9/2)(n/2)?)+9n?/2
=72T(n/4)+7-(9/2)(n/2)?)+9n?/2

Nach k lterationen erhalt man:
=74T(n/2¥)+Xi=0! 7(9/2)(n/2})?

mit k=log n erhalt man
=7Iog n T( | )+zi=0Iog n- | (7/4)|
="log 7 log n +(9/2)n2 Zi=olog n- | (7/4)|
=nlog 7 +(9/2)n? (((7/4)'oe"-1)/(7/4-1)
<n'°¢7 +(9/2)n? (4/3) nlog 7-log 4
< I~'|0g7 +6 nlog7
=7 nlog 7 ~ 7n2.8|




Algorithmen auf Zahlen
Matrixmultiplikation - Ergebnis

Satz:

Der Algorithmus von Strassen benotigt zur
Multiplikation zweier nxn-Matrizen 7nlog”’
viele arithmetische Operationen.

Nachrechnen ergibt: Strassen-Algorithmus
schlagt Schulmethode ab n>700.




Algorithmen auf Zahlen
Matrixmultiplikation - Verbesserungen

® / Multiplikationen und |15 Additionen =

Strassen-Algorithmus schlagt Schulmethode
abn=310




Algorithmen auf Zahlen
Matrixmultiplikation - Verbesserungen

Gehe zur Schulmethode uber, wenn diese
effizienter ist als der Strassen-Algorithmus.Ab
welcher MatrizengrofBBe 2™x2™ empfiehlt sich

das?
Wie oben rechnen:
=74T(n/29)+2i=0%" 7%(9/2)(n/2)?
mit k=log n-m weiterrechnen und
bestmogliches m ermitteln
® Ergebnis: Umschaltzeitpunkt zwischen 8 und |6.
® Konstante sinkt dann auf etwa 4.




Algorithmen auf Zahlen
Matrixmultiplikation - Ergebnis

Satz:

Der Algorithmus von Strassen benotigt zur
Multiplikation zweier nxn-Matrizen 4n'og”’
viele arithmetische Operationen, wenn man
bei kleinen Matrizen auf die Schulmethode
umsteigt.

Nachrechnen ergibt: Strassen-Algorithmus
schlagt Schulmethode ab n>40.




Algorithmen auf Zahlen
Matrixmultiplikation - state of the art

Jahr Autoren Laufzeit
969 Strassen O(n 2808)

979 Pan O(n 278!)
979 | Bin, Capovani, Lotti, Romani O(n 2779%)
979 Schonhage O(n 2°48)
979 Pan O(n 2522)
982 Coppersmith,Winograd O(n 24%)
982 Strassen O(n 247)
982 Coppersmith,Winograd O(n 239)

Algorithmen wegen der Konstanten
nur von theoretischem Interesse




