Algorithmentechnik WS’1994/95

Prof.Dr. Gerhard Goos

unter Mitwirkung von Dr. Wolf Zimmermann und Arne Frick

Institut für Programmstrukturen und Datenorganisation Fakultät für Informatik Universität Karlsruhe

21. September 1994

Alle in diesem Skriptum enthaltenen Programme und Verfahren wurden nach bestem Wissen erstellt. Dennoch sind Fehler nicht auszuschließen. Aus diesem Grund ist das im vorliegenden Buch enthaltene Programm-Material mit keiner Verpflichtung oder Garantie irgendeiner Art verbunden. Der Autor übernimmt infolgedessen keine Verantwortung und wird keine daraus folgende oder sonstige Haftung übernehmen, die auf irgendeine Art aus der Benutzung dieses Programm-Materials, oder Teilen daraus, entsteht.

Verbesserungsvorschläge und Fehlermeldungen können per Electronic Mail an

algtech-bugs@ira.uka.de

gerichtet werden und werden nach Möglichkeit in künftigen Fassungen dieses Skriptums berücksichtigt. Bitte haben Sie aber Verständnis dafür, daß nicht jede Meldung beantwortet werden kann.

Die Wiedergabe von Gebrauchsnamen, Handelsnamen, Warenbezeichnungen usw. in diesem Skriptum berechtigt nicht zu der Annahme, daß solche Namen im Sinne der Warenzeichen- und Markenschutz-Gesetzgebung als frei zu betrachten wären und daher von jedermann benutzt werden dürften.

� 1993 Gerhard Goos

Dieses Werk ist urheberrechtlich geschützt. Alle Rechte, auch die der Übersetzung, des Nachdrucks und der Vervielfältigung des Skriptums, auch von Teilen daraus, vorbehalten.

Inhaltsverzeichnis

1 Einführung 1 1.1 Übersicht . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 1.2 Bestimmung kleinster Kreise . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 1.3 Analyse des Beispiels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2 Grundlagen und Notationen 9 2.1 Grundlagen aus der Komplexitätstheorie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 2.1.1 Die mehrbändrige Turingmaschine . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 2.1.2 Komplexitätsklassen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 2.2 Das RAM-Modell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 2.3 Das PRAM-Modell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18 2.4 Der O-Kalkül . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 2.5 Rekurrenzen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22 2.5.1 Homogene lineare Rekurrenzen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 2.5.2 Inhomogene lineare Rekurrenzen . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 2.5.3 Systeme linearer Rekurrenzen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 2.5.4 Die Methode der erzeugenden Funktionen . . . . . . . . . . . . . . 29 2.6 Rekurrenzen bei „Teile und Herrsche“ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31 2.7 Grundbegriffe aus der Graphentheorie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 2.8 Grundbegriffe aus der Algebra und Zahlentheorie . . . . . . . . . . . . . . 44 2.8.1 Gruppentheorie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 2.8.2 Teilbarkeit von Zahlen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 2.8.3 Primzahlen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 2.8.4 Der größte gemeinsame Teiler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46 2.8.5 Der Euklidische Algorithmus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46 2.8.6 Kongruenzen und Restklassen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47 2.8.7 Der chinesische Restsatz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49 2.8.8 Die EULER’sche � -Funktion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49 2.8.9 Der Satz von FERMAT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50 2.8.10 Endliche Körper . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50 2.9 Anmerkungen und Verweise . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3 Konstruktionsprinzipien für Algorithmen 53 3.1 Teile und Herrsche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 3.1.1 Finde k-tes Element . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54 3.1.2 Zerlegen einer Menge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55 3.1.3 Potenzieren durch Quadrieren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57 3.1.4 Strassens Matrixmultiplikationsalgorithmus . . . . . . . . . . . . . 58 3.1.5 Multiplikation zweier Zahlen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61 3.2 Methode der schrittweisen Ausschöpfung . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61 3.2.1 Zeitplanerstellung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 3.2.2 Theoretische Grundlagen der schrittweisen Ausschöpfung . . . . . 64 3.2.3 Zeitplanung mit Endterminen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66 3.3 Dynamisches Programmieren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66 3.3.1 Optimale Klammerungen von Matrixprodukten . . . . . . . . . . . 67 3.3.2 Erkennen kontextfreier Sprachen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69 3.4 Amortisierte Analyse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70 3.5 Vorberechnung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72 3.5.1 Mustersuche in Texten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72 3.5.2 Textsuche nach Knuth, Morris, Pratt . . . . . . . . . . . . . . . . . 73 i ii

3.5.3 Textsuche nach BOYER und MOORE . . . . . . . . . . . . . . . . . 76 3.5.4 Anmerkungen zu den vorgestellten Verfahren . . . . . . . . . . . . 80 3.6 Probabilistische Algorithmen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80 3.6.1 Monte-Carlo-Algorithmen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 3.6.2 Las-Vegas-Algorithmen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85 3.6.3 Macao-Algorithmen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87 3.6.4 Zusammenfassung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

4 Mengen: Suchen und Sortieren 91 4.1 Mengen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91 4.1.1 Mengen als abstrakter Datentyp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91 4.1.2 Implementierungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91 4.2 Haschen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93 4.2.1 Kollisionsauflösung bei Haschen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94 4.2.2 Universelle Klassen von Haschfunktionen . . . . . . . . . . . . . . 95 4.2.3 Perfektes Haschen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99 4.3 Suchverfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103 4.3.1 Suchen durch Indizieren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103 4.3.2 Sequentielle Suche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104 4.3.3 Suchen durch Streuung (Haschen) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104 4.3.4 Suchen mit Halbieren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105 4.4 Sortierverfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106 4.4.1 Sortieren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106 4.4.2 Abstrakte Datentypen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108 4.4.3 Sortieren durch Auswahl . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109 4.4.4 Sortieren durch Vertauschen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115 4.4.5 Sortieren durch Einfügen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116 4.4.6 Die minimale Anzahl von Vergleichen beim Sortieren . . . . . . . 120 4.4.7 Baumsortieren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123 4.4.8 Sortieren durch Zerlegen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134 4.4.9 Sortieren durch Einfügen mit abnehmender Schrittweite . . . . . . 137 4.4.10 Sortieren durch Mischen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140

5 Bäume 151 5.1 Suchbäume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151 5.1.1 Binäre Suchbäume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152 5.2 Balancierte Bäume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155 5.2.1 [a, b]-Bäume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156 5.2.2 Rot-Schwarz-Bäume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158 5.3 Weitere Suchbäume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165 5.3.1 Quad-Trees/Oct-Trees . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165 5.4 Union-Find-Strukturen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168 5.4.1 Bemerkungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171

6 Graphen 173 6.1 Repräsentation von Graphen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173 6.2 Ausspähen eines Graphen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175 6.2.1 Suchstrategien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175 6.2.2 Zusammenhangskomponenten und der spannende Wald eines Graphen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181 6.2.3 Zweifach zusammenhängende Graphen . . . . . . . . . . . . . . . 182 6.2.4 Zyklenfreiheit, topologisches Sortieren . . . . . . . . . . . . . . . 185 6.2.5 Starke Zusammenhangskomponenten . . . . . . . . . . . . . . . . 187 6.3 Netzwerkflußprobleme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191

6.3.1 Definition und Eigenschaften von Netzwerkflußproblemen . . . . . 191 6.3.2 Der Ford-Fulkerson Algorithmus . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193 6.3.3 Der Edmonds-Karp Algorithmus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197 6.3.4 Bipartites Matching . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199 6.4 Planare Graphen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200

7 Arithmetische und zahlentheoretische Algorithmen 205 7.1 Einwegfunktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205 7.2 Langzahlarithmetik . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205 7.3 Zufallszahlengeneratoren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205 7.3.1 k-dimensionale lineare Kongruenzen . . . . . . . . . . . . . . . . . 206 7.4 Anmerkungen und Verweise . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208

8 Algorithmen aus der Rechneralgebra 209

9 Algorithmische Geometrie 211 9.1 Die Strahl-Methode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212 9.1.1 Sichtbarkeit bei achsenparallelen Rechtecken . . . . . . . . . . . . 212 9.1.2 Kreuzende Strecken . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 216 9.2 „Teile und herrsche“in der Geometrie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217 9.2.1 Konvexe Hülle einer Punktmenge . . . . . . . . . . . . . . . . . . 219 9.3 Mehrdimensionale Suchbäume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223 9.3.1 Segmentbäume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223 9.3.2 Intervallbäume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224 9.3.3 Prioritätssuchbäume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 225 9.4 Abstandsprobleme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 226 9.4.1 Element-Eindeutigkeit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 226 9.4.2 Kürzester Abstand . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 228 9.4.3 Voronoi-Diagramme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229 9.4.4 Konstruktion des Voronoi-Diagramms und der Delaunay-Triangulierung233

10 Parallele Algorithmen 237 10.1 Aufwand bei parallelen Algorithmen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 237 10.2 Paralleles Teile und Herrsche am Beispiel bitonen Sortierens . . . . . . . . 238 10.3 Schnelle Fouriertransformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243 10.3.1 Fourierreihen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243 10.3.2 Diskrete Fourier Transformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 244 10.3.3 Parallele schnelle Fouriertransformation . . . . . . . . . . . . . . . 246 10.4 Präfixgraphen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251 10.5 Zeigerspringen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253 10.6 Die Euler-Tour . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255

11 Komplexitaetsklassen 255

12 Approximation von NP-Algorithmen 257