Bestimmung der konvexen Hülle

Wenn wir eine große Anzahl von Punkten zu verarbeiten haben, interessieren uns oft die äußeren Grenzen der Punktmenge. Wer eine Darstellung einer in der Ebene gezeichneten Menge von Punkten betrachtet, hat wenig Mühe, die im »Inneren« der Punkunenge gelegenen Punkte von den am Rande gelegenen zu unterscheiden. Diese Unterscheidung ist eine grundlegende Eigenschaft von Punktmengen; in diesem Kapitel werden wir sehen, wie sie exakt charakterisiert werden kann, indem wir Algorithmen betrachten, die der Hervorhebung der »natürlichen Grenzpunkte« die​nen.

Die mathematische Methode zur Beschreibung der natürlichen Grenze einer Menge von Punkten beruht auf einer geometrischen Eigenschaft, die Konvexität genannt wird. Dies ist ein einfacher Begriff, der dem Leser vielleicht schon früher begegnet ist:

Ein konvexes Polygon hat die Eigenschaft, daß jede Linie, die zwei beliebige innerhalb des Polygons gelegene Punkte verbindet, selbst vollständig innerhalb des Polygons liegen muß. Zum Beispiel ist das »einfache abgeschlossene Polygon«, das wir im vorangegangenen Kapitel berechnet haben, sicherlich nicht konvex; andererseits ist jedes Dreieck oder Rechteck konvex.

Die mathemafische Bezeichnung fär die natürliche Grenze einer Punktmenge lautet konvexe Hülle. Die konvexe Hülle einer Menge von Punkten in der Ebene ist als das kleinste konvexe Polygon definiert, das alle diese Punkte enthält. Hierzu äquivalent ist die Defininon, daß die konvexe Hülle der kürzeste Pfad ist, der die Punkte umschließt. Es ist eine offensichtliche, leicht beweisbare Eigenschaft der konvexen Hülle, daß die Ecken des die Hülle definierenden konvexen Polygons Punkte aus der ursprünglichen Punktmenge sind. Wenn N Punkte gegeben sind, so bilden einige von ihnen ein konvexes Polygon, in dem alle übrigen enthalten sind. Das Problem besteht darin, diese Punkte zu finden. Für die Besfimmung der konvexen Hülle sind viele Algoritlimen entwickelt worden; wir wollen in diesem Kapitel einige der wichtigeren betrachten.

Abbildung 25.1 zeigt unsere Beispiele von Punktmengen aus Abbildung 24.1 und ihre konvexen Hüllen. Der Hülle der kleinen Menge gehören 8 Punkte an, der Hülle der




größeren Menge 15 Punkte. Es ist möglich, daß die konvexe Hülle nur drei Punkte enthält (falls die drei Punkte ein großes Dreieck bilden, das alle anderen enthält), oder auch, daß ihr alle Punkte angehören (wenn die Punkte auf einem konvexen Polygon liegen, so bilden sie ihre eigene konvexe Hülle). Die Anzahl der Punkte für die konvexe Hülle einer »zufälligen« Punktmenge liegt irgendwo zwischen diesen Ex​tremfällen, wie wir weiter unten sehen werden. Einige Algorithmen sind effizient, wenn der konvexen Hülle viele Punkte angehören; andere laufen besser ab, wenn ihr nur wenige angehören.

Eine grundlegende Eigenschaft der konvexen Hülle ist, daß eine beliebige außerhalb der Hülle verlaufende Gerade, wenn sie in irgendeiner Richtung zur Hülle hin verschoben wird, diese in einem ihrer Eckpunkte berührt. (Dies ist eine weitere Möglichkeit, die Hülle zu definieren: Es ist die Teilmenge der Punkimenge, die diejenigen Punkte enthält, die von einer aus dem Unendlichen unter einem beliebigen

Winkel sich nähernden Geraden berührt werden können.) Insbesondere ist es leicht, einige Punkte zu finden, die garantiert der Hülle angehören, nämlich indem man diese Regel auf waagerechte und senkrechte Geraden anwendet: Die Punkte mit den kleinsten und größten Koordinaten x und y gehören alle der konvexen Hülle an. Diese Tatsache wird als Ausgangspunkt für die Algoritlunen benutzt, die wir betrachten wollen.

Spielregeln

Die Eingabe für einen Algorithmus zur Bestinnnung der konvexen Hülle erfolgt natürlich in Form eines Felds von Punkten; wir können sonst den im vorangegange​nen Kapitel definierten Typ pomt verwenden. Ausgegeben wird ein Polygon, das ebenfalls als ein Feld von Punkten dargestellt wird; dieses hat die Eigenschaft, daß man, wenn man die Punkte in der Reihenfolge, in der sie im Feld erscheinen, verbindet, den Umriß des Polygons erhält. Es könnte scheinen, daß dies eine zusätz​liche Ordnungsbedingung für die Berechnung der konvexen Hülle erfordert (warum sollten die Punkte der Hülle nicht einfach in beliebiger Reihenfolge zurückgegeben werden?), doch zum einen ist eine Ausgabe in der geordneten Form offenbar von größerem Nutzen, und zum anderen ist gezeigt worden, daß die ungeordnete Berech​nung nicht leichter zu realisieren ist. Für alle Algorithmen, die wir betrachten, ist es zweckmäßig, die Berechnung an Ort und Stelle vorzunebmen: Das Feld, das für die ursprüngliche Punktmenge verwendet wurde, wird auch für die Speicherung der Ausgabedaten benutzt. Die Algoritlunen ordnen einfach die Punkte im ursprüngli​chen Feld so um, daß die konvexe Hülle in den ersten M Positionen in geordneter Folge erscheint.

Aus der obigen Beschreibung geht hervor, daß die Berechnung der konvexen Hülle in enger Beziehung zum Sortieren steht Tatsächlich kann ein Algorühmus zur Be​rechnung der konvexen Hülle folgendermaßen zum Sortieren verwendet werden:

Wenn N zu sortierende Zahlen gegeben sind, wandle man sie in (durch ihre Polarko​ordinaten gegebene) Punkte um, indem man die Zahlen als (in geeigneter Weise normierte) Winkel mit einem festen Radius behandelt. Die konvexe Hülle dieser Punktmenge ist ein N-Eck, das sämtliche Punkte enthält. Da nun die Ausgabedaten in der Reihenfolge geordnet werden müssen, in der die Punkte in diesem Polygon angeordnet sind, können sie verwendet werden, um die sortierte Folge der ursprüng​lichen Werte zu erhalten (wir erinnern daran, daß die Eingabedaten ungeordnet waren). Dies ist kein formaler Beweis dafür, daß die Berechnung der konvexen Hülle nicht einfacher ist als Sortieren, da zum Beispiel die Kosten der trigonometrischen Funktionen berücksichtigt werden müssen, die benötigt werden, um die Zahlen in Eckpunkte des Polygons umzuwandeln. Der Vergleich von Algorithmen für die konvexe Hülle (die trigonometrische Operationen erfordern) mit Sortieralgorithmen (die Vergleiche zwischen Schlüsseln erfordern) ähnelt in gewisser Hinsicht einem Vergleich zwischen Äpfeln und Birnen; nichtsdestotrotz wurde nachgewiesen, daß

jeder beliebige Algorithmus für die konvexe Hülle ungefähr N log N Operationen erfordern muß, ebenso viele wie zum Sortieren (obwohl die Operationen wahrschein​lich sehr unterschiedlich sind). Es ist zweckmäßig, die Bestimmung der konvexen Hülle einer Punktmenge als eine Art »zweidimensionales Sortieren« zu betrachten, da bei der Untersuchung von Algorithmen zur Bestimmung der konvexen Hülle häufig Parallelen zu Sorfieralgorithmen auftreten.

Tatsächlich zeigen die von uns behandelten Algorithmen, daß die Bestimmung der konvexen Hülle auch nicht aufwendiger ist als Sortieren: Es gibt verschiedene Algo​rithmen, die in einer Zeit ablaufen, die im ungünstigsten Fall proportional zu N log N ist. Viele der Algorithmen tendieren dazu, bei realen Punktinengen sogar noch weniger Zeit aufzuwenden, da ihre Laufzeit davon abhängig ist, wie die Punkte verteilt sind und wie viele Punkte zur Hülle gehören.

Wie bei allen geometrischen Mgorithrnen müssen wir entarteten Fällen, die bei der Eingabe auftreten könnten, eine gewisse Beachtung schenken. Was ist zum Beispiel die konvexe Hülle einer Punktmenge, die alle auf derselben Strecke liegen? Je nach Anwendungsfall könnten dies alle Punkte sein, oder nur die zwei Endpunkte, oder vielleicht wäre eine beliebige Menge, die die beiden Endpunkte enthält, eine Lösung. Obwohl dies ein extremes Beispiel zu sein scheint, ist es nicht ungewöhnlich, wenn mehr als zwei Punkte auf einem der Geradenabschnitte liegen, die die Hülle einer Menge von Punkten definieren. In den nachfolgend betrachteten Algorithrnen beste​hen wir nicht darauf, daß Punkte, die auf einer Seite des Polygons liegen, init aufgenommen werden, da dies im allgemeinen mehr Aufwand erfordert (obwohl wir an geeigneter Stelle darauf hinweisen werden, wie dies realisiert werden könnte). Andererseits bestehen wir auch nicht darauf, diese Punkte wegzulassen, da diese Bedingung bei Bedarf nachträglich überprüft werden kann.

Einwickeln

Der natürlichste Algorithinus zur Bestimmung der konvexen Hülle, der der Art und Weise entspricht, wie ein Mensch die konvexe Hülle einer lmnktmenge zeichnen würde, ist ein systematisches Verfahren des »Einwickelns« der Punktmenge. Man beginne bei irgendeinem Punkt, der garantiert zur konvexen Hülle gehört (etwa bei dem Punkt mit der kleinsten y-Koordinate), nehme einen horizontalen, in die positive Richtung verlaufenden Strahl und »schwenke« ihn nach oben, bis er auf einen weiteren Punkt trifft; dieser Punkt muß zur Hülle gehören. Dann benutze man diesen Punkt als Drehpunkt und »schwenke« weiter, bis wieder ein Punkt getroffen wird, usw., bis das »Paket« vollständig »eingewickelt« ist (der Anfangspunkt ist wieder erreicht). Abbildung 25.2 zeigt, wie für unsere Beispiel-Punktmenge die Hülle ermit​telt wird. Punkt B hat die kleinste y-Koordinate und ist der Ausgangspunkt. Danach ist M der erste Punkt, auf den der schwenkende Strahl trifft, dann L usw.




Natürlich brauchen wir nicht wirklich durch alle möglichen Winkelpositionen zu schwenken; wir führen einfach eine standardmäßige Berechnung zum Auffinden eines Minimums aus, um den Punkt zu ermitteln, der als nächster getroffen würde. Jedesmal, wenn wir einen Punkt in die Hülle aufhelirnen wollen, müssen wir alle Punkte betrachten, die noch nicht in die Hülle aufgenommen wurden. Daher ist das Verfahren der Anwendung von selection sort sehr ähnlich: Wir wählen sukzessive den jeweils »l:'esten« unter den noch nicht gewählten Punkten aus, unter &nutzung einer groben Suchmethode für das Minimum. 
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