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1 Vorwort

Der Arbeitskreis ,Entwicklung von Unter-
richtsmodellen zum Einsatz des Compu-
ters im Rahmen einer experimentellen
Mathematik in Realschule und Gymnasi-
um” arbeitete bis 1992 an der Zentral-
stelle fur Computer im Unterricht,
Augsburg. Der Verdffentlichung seiner
umfangreichen  Materialien  standen
damals technische Schwierigkeiten im
Wege. Zu einem Zeitpunkt, wo PC noch
unter MS-DOS liefen, standen weder
geeignete  Layoutprogramme  noch
ausreichende Hardware zur Verfligung.
So konnten die einzelnen Beitrdge
damals nicht zu einer angemessen
gestalteten Gesamtbroschire zusam-
mengefugt werden.

Die Herausgabe eines BUS-Themen-
hefts mit einer CD zum Thema ,,Compu-
tereinsatz im Mathematikunterricht” war
der AnlaR3, diese Beitrage erneut durch-
zusehen. Dabei zeigte sich, dal3 die
technische Entwicklung zwar grol3e
Fortschritte gemacht hat. Heute stehen
Rechner mit der 100fachen Speicherka-
pazitat und der 100fachen Prozessorge-
schwindigkeit zur Verfigung. Bei der
Software ist langst eine quasi normierte
graphische Oberflache (Windows in ver-
schiedenen Versionen) verbreitet. Auch
die damals verwendeten Programme
kommen heute vielfach in neuem
Gewand (auch Vivitab wird voraussicht-
lich im Herbst unter Windows95 erschei-
nen). Die damalige Rechenleistung und
mathematische Software ist heute auf
graphischen Taschenrechnern imple-
mentiert.

Dennoch sind grundlegende Ansatze
einer ,experimentellen Mathematik” noch
heute gultig, vielleicht mehr noch als
damals. Rechner werden heute fur den
Schuler als Standardwerkzeug betrach-
tet. Die verwendeten Programmtypen
sind die gleichen geblieben:

- Tabellenkalkulationssoftware im
numerischen Bereich und fur die
Darstellung von Graphen

- Zuggeometrieprogramme fir
geometrische Anwendungen

- Computeralgebrasoftware fur
umfangreiche numerische
Berechnungen

- spezielle Unterrichtssoftware flr
bestimmte Zwecke und Themen

Lediglich setzt man heute in Schulversu-
chen verstarkt CAS zur symbolischen
Manipulation im Unterricht ein.

Manche damalige Ansatze haben sich
nicht in der erwarteten Weise durchge-
setzt. Die Rolle des Programmierens in
einer hoheren Programmiersprache hat
an Bedeutung verloren. Auch um das
Modethema ,Fraktale und Chaos” ist es
ruhiger geworden.

Dennoch sei der Leser aufgefordert, zu
prifen, wie weit er diese Anregungen
heute fur seinen Unterricht umsetzen
kann. Dabei durfen manche der damali-
gen Ansatze durchaus kritisch gesehen
werden. Angesichts neuer Betriebssy-
steme und graphischer Oberflachen ist
in einigen Fallen die Ubertragung auf
eine heutige informationstechnische
Sprechweise angebracht.

Detlev Kirmse

Augsburg, Mai 1999
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3 Einflihrung:
Experimentelle

Mathematik
Experimentelle Mathematik - ein schein-
barer Widerspruch! Einerseits das

wohlgefugte, feste Gebaude der Mathe-
matik, andererseits der weiche und
unsichere Begriff des Experiments?
Diese Spannung in der Uberschrift ist
wohl beabsichtigt und als Leitlinie far
den Unterricht in der Schule mit deutli-
chem Hintersinn gewahlt.

Die schnelle Entwicklung der Informati-
onstechnologie bietet gerade fur die
Mathematik tberraschende neue Werk-
zeuge und Einsatzmoglichkeiten des
Computers. So setzte sich ein Arbeits-
kreis aus Mathematiklehrern des
Gymnasiums und der Realschule an der
Zentralstelle fur Computer im Unterricht,
Augsburg, daran, Mdoglichkeiten eines
Mathematikunterrichts  unter  Einsatz
moderner Werkzeuge auszuloten. Dabei
sollten Erfahrungen, die mit dem Compu-
ter im Unterricht gemacht wurden,
ebenso zusammengetragen werden wie
neue Ideen und Anregungen formuliert
werden. Als Zeitraum fur einen sinnvol-
len Computereinsatz wurden die Jahr-
gangsstufen 8 bis 10 an der Realschule
bzw. bis 11 am Gymnasium gesehen, in
Einzelfallen auch schon friher. Man ging
dabei vom existierenden Lehrplan in den
beiden Schularten aus und suchte dort
Themen, bei denen der Rechnereinsatz
einen Nutzen versprach.

Die Themen gliedern sich in folgende
Bereiche:

- Algebra

- Funktionen

- Geometrie

- Stochastik

- Facherubergreifende Themen

- Fraktale und Chaos.

Bis auf das letzte, heute recht aktuelle
Thema sind diese Bereiche Bestandteil
des klassischen Mathematikunterrichts.
Dennoch verspricht auch dort der Com-
putereinsatz einen vielfaltigen Nutzen
und eine Bereicherung.

Entdeckendes Lernen in der
experimentellen Mathematik

3.1

Die Verwendung eines Software-Werk-
zeugs in der Hand des Schilers setzt
den Lernenden in die Lage, selbstge-
steuert Weg und Geschwindigkeit seines
Lernfortschritts zu bestimmen. Der
Unterricht wird schilerzentriert. Erkennt-
nisse werden durch mehr oder weniger
zielgerichtetes strategisches Vorgehen
und systematisches Suchen, aber mitun-
ter auch durch spielerisches Probieren
erzielt oder zumindest vorbereitet.
Ergebnisse konnen durch (durchaus
auch fehlerbehaftetes) Uben verbessert
und gefestigt werden. Der Computer
unterstutzt dies insbesondere durch
seine ,geduldige” und ,korrekte” Reak-
tion auf (formal fehlerfreie) Eingaben des
Schilers. Dieses Lernen unterscheidet
sich deutlich vom herkdmmlichen, stark
lehrerzentrierten Unterricht, bei dem aus
organisatorischen Grinden ein Lernen
»iN gleicher Front” angestrebt wird. Statt-
dessen hat hier der Lernende eine
groRere Eigenverantwortung hinsichtlich
der Wahl seines Weges und der aufein-
anderfolgenden Einzelschritte, selbstge-
steuerte Eigentatigkeit statt passivem
.Lernkonsum” ist verlangt.

3.2 Werkzeugeinsatz fur klassische
didaktische Ziele

Wahrend herkdbmmliche Mathematik-
stunden oft zu einer vom Lehrer
angestrebten Erkenntnis konvergieren,
die die Schiler nachvollziehen moégen
oder auch nicht, strebt experimentelle
Mathematik offenere Strategien an. Das
elektronische  Werkzeug dient zur
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Uberprufung vielfaltiger Hypothesen und
regt damit eine viel offenere Heuristik
an. Statt bisher auf die kompetente
Antwort des Lehrers angewiesen zu
sein, koénnen nun schnell mehrere
Vermutungen durchgerechnet und so
von ,dritter” und ,unbestechlicher” Seite
bestatigt oder widerlegt werden. Auch
alternative L6ésungswege zu dem z. B. im
Lehrbuch vorgegebenen kodnnen
spontan probiert werden.

Das geeignete Werkzeug kann dazu
dienen, mathematische Zusammen-
hange zu dynamisieren. Statt ein einzi-
ges Beispiels von Hand an der Tafel
durchzurechnen und evtl. zu zeichnen,
kbnnen schnell ganze Klassen von
Fallen am Computer berechnet und
graphisch dargestellt werden (Kap. 5).
Ein Funktionenplotter z. B. kann leicht
eine ganze Schar von Funktionsgraphen
darstellen und so ihre Abhangigkeit von
einem oder mehreren Parametern
zeigen. Diese Dynamisierung bedeutet
nicht nur einen Zeitgewinn, sondern
auch den Ansatz zur Bildung und Festi-
gung der Abstraktion. Zudem kann die
motivierende Fragestellung: ,was ge-
schieht, wenn ...” nach dem Einflul3 von
Parametern sofort beantwortet werden.

Auch die Visualisierung durch graphi-
sche Darstellung von Funktionen, aber
auch von geometrischen Objekten am
PC ist ein vielversprechendes Hilfsmittel.
An erster Stelle sei hier die Zuggeome-
trie genannt (Kap. 6). Geometrische
Figuren werden am Bildschirm entworfen
und konstruiert. Danach koénnen ihre
Eingabedaten, z. B. Eckpunkte, Seiten,
Winkel, interaktiv durch ,Ziehen mit der
Maus” verandert werden. Alle Folgeob-
jekte, die darauf basierend konstruiert
wurden, und damit die ganze Zeichnung
verandern sich folgerichtig sofort mit. Die
in der Konstruktion verwendeten logi-
schen Zusammenhange bleiben
erhal-ten. Die Form verandert sich zwar,

die innere Struktur bleibt jedoch beste-
hen.

Dieses Vorgehen durfte die mathemati-
sche Begriffsbildung wesentlich unter-
stitzen. Der Weg geht nicht nur vom
dargebotenen abstrakten Begriff zur
(zeichnerischen) Veranschaulichung,
sondern auch umgekehrt von einer
dynamischen Représentation eines Ob-
jekts in unterschiedlicher Form hin zur
Abstraktion gemeinsamer ,Konstanten”.

3.3 Software als Mittel zur

mathematischen Modellierung

Ein wesentlicher Schritt im Mathema-
tikunterricht besteht darin, zu einem
vorliegenden konkreten Sachverhalt eine
zutreffende mathematische Beschrei-
bung zu finden. Hier bieten sich durch
die numerischen, graphischen und
algebraischen Werkzeuge am PC neue
Madoglichkeiten, aber auch Aufgaben. Der
Kanon von Lerninhalten der ,Informati-
onstechnische Grundbildung” (ITG) an
weiterfuhrenden Schulen enthalt hierfur
handwerkliche Voraussetzungen. Erwor-
ben werden diese aber u. a. im Mathe-
matikunterricht, z. B. durch Einsatz eines
Tabellenkalkulationsprogramms.  Auch
die Formulierung eines Algorithmus in
einer formalen Programmiersprache
zahlt zu informatischen Fahigkeiten, die
im  Mathematikunterricht zwar nicht
grundlegend erworben, aber sinnvoll
angewandt und gefestigt werden. Erst
mit solchen Kenntnissen ist ein Absol-
vent der Schule in einem spateren
Aufgabenfeld in der Lage, leistungsfa-
hige Computerwerkzeuge sinnvoll
anwenden. Darin Kompetenz zu fordern,
ist in Zukunft sicher eine wichtige
Aufgabe der Schule.

Aber auch fur den Mathematikunterricht
selbst bilden neue Werkzeuge eine
Bereicherung des  mathematischen
Modellierens. Neben dem kritischen
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Einsatz numerischer Werkzeuge sei der
Bereich der Modellbildung und Simula-
tion dynamischer Systeme genannt
(Kap. 8). Hier wird, basierend auf dem
Werkzeug Computer, ein ganzheitlicher
und sogar facheribergreifender Weg
aufgezeigt zur Beschreibung und
Manipulation sog. dynamischer Systeme,
d. h. recht realistischer Ausschnitte der
Welt um uns unter mathematischer
Sicht. Begriffe wie Integration und Diffe-
renzen- oder Differentialgleichungen
werden schon fir Schiler in Sek. |
angemessen konkret veranschaulicht
und propadeutisch behandelt.

3.4 Parallele zum
naturwissenschaftlichen

Experiment

Auch eine direkte Interpretation des
Attributs ,experimentell” sei erwahnt.
Wie in den eigentlichen Naturwissen-
schaften soll das Experiment dem
Erkenntnisgewinn dienen. Am konkreten
Fall werden am Rechner ,Versuchsrei-
hen” durchgefuhrt, Gemeinsamkeiten
der Ergebnisse analysiert und eine
Hypothese formuliert. Diese kann dann
durch rechnergestitzte Veranschauli-
chung zumindest plausibel gemacht und
je nach verfigbarem mathematischem
Ristzeug bewiesen werden. Somit kann
auch ein induktives Vorgehen im Fach
Mathematik trainiert und damit eine
Tendenz unterstitzt werden, wie sie
heute in der Praxis von Forschung und
Technik angewandt wird.

3.5 Offener Ansatz

Uber diese methodischen und didakti-
schen Ansatze hinaus soll experimen-
telle Mathematik den Lehrer anregen.
Die absichtlich haufig offenen Anséatze
lassen viel Spielraum und sollen zu
eigenem Experimentieren motivieren.
Welchen Weg der Mathematikunterricht
in Zukunft nehmen wird, ist offen. So sei

hier um Verstandnis gebeten, wenn nicht
alle aufgefuhrten Unterrichtsvorschlage
der Kiritik einer strengen Didaktik und
Prufung durch die Praxis standhalten
werden. Auch in diesem Sinne sind die
Beispiele experimentell gemeint.

Ganz bestimmt wird ein Wechsel der
Werkzeuge nicht nur eine Anderung der
Methoden zur Folge haben. Vielmehr
werden mit neuen Arbeitsmitteln auch
neue ganz Themenbereiche in den
Horizont des in der Schule Angebrach-
ten ricken. Ob z. B. die fraktale Geome-
trie und die aktuelle Theorie des deter-
ministischen Chaos solche Hoffnungen
berechtigt, muf3 diskutiert werden.

3.6 Technische Voraussetzungen

Fur die Beispiele ist im allgemeinen ein
PC/XT mit hochauflésender Grafik unter
dem Betriebssystem MS-DOS ausrei-
chend. Fir einige Software ist die
graphische Oberflache GEM vorausge-
setzt. FUr den Einsatz zur Demonstration
ist dazu eine GrofR3bildprojektion, z. B.
mit einem Display fir den Tageslichtpro-
jektor erforderlich. Winschenswert ist in
vielen Féallen aber, dafl} jeder Schiuler
oder zumindest Gruppen von zwei oder
drei an einem PC arbeiten kdnnen. Viele
Schulen sind heute mit mehreren
Computerraumen  ausgestattet.  Hier
sollte auch die Mathematik zumindest
gelegentlich fur einige Stunden Unter-
richtsmdglichkeit finden.

Geeignete Software ist an vielen Schu-
len vorhanden, z. B. im Rahmen der
Standardsoftware. Weitere Pro- gramme
kénnen an der Zentralstelle fir Compu-
ter im Unterricht, Augsburg, kostenlos
bezogen werden. Einige Software mul}
bei einschlagigen Firmen in Einzel- oder
Klassenlizenz kauflich erworben werden.
Manche Programme sind erfreulicher-
weise als Shareware oder Freeware
mehr oder weniger frei verfugbar.
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Ausgestattet mit Hard- und Software und
den zahlreichen anregenden Beispielen
winscht der Arbeitskreis interessierten
Lehrern ein nutzbringendes, aber auch
unterhaltsames Experimentieren. Auch
wenn der Weg noch offen und unsicher
scheint, am Ende winken doch vielver-
sprechende neue Erkenntnisse und
vielleicht eine Weiterentwicklung von

Methodik und auch Didaktik eines oft als
konservativ geltenden Schulfaches.

Detlev Kirmse

Augsburg, Oktober 1993
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Regeln Finden in Q

4 Algebra
4.1 Regeln Findenin Q

4.1.2 Arbeitsweise:

Der Schuler soll je nach Vorgabe des
Lehrers fir Summe, Differenz Produkt,
Quotienten oder mehreres davon die

Rechnen in Q: die Summe die Differenz

das Produkt der Quotient Ende

Summe in Q: Beispiel

Erlauterung Aufgabe bisher.Regeln neue Regel

haben, dann hat das Ergebnis
als Vorzeichen

ein Plus

ein Minus

das gleiche

das der ersten Zahl

das der betragsgrol3eren

und als Betrag

die Summe

die Differenz
das Produkt
den Quotienten

Wenn und die zweite Zahl Vorzeichen
die erste positives positives
Zahl negatives negatives
beide
Zahlen
das gleiche
verschiedenes

das der ersten (aul3er sie ist die betragskleinere)

der Betrage der beiden Zahlen

Bild 4.1.1

4.1.1 Vorbemerkungen

Mit diesem Programm sollen Schiler
selbstandig die Regeln fur das Rechnen
mit positiven und negativen Zahlen
experimentell erkunden. Zwei Schiler je
Bildschirm dirften eine gute Arbeitsbasis
sein. Als Hefteintrag wahrend der Arbeit
sind fur jede Rechenart zwei Superre-
geln vorgesehen!

Start mit GWBASIC (oder BASICA)
load ,,QREGEL.BAS" run

(Programm ist leicht auch in andere
Basic-Formen Ubertragbar. Autor: P.
Rauschmayer)

Regeln formulieren. Ihn erwartet ein
Meni, aus dem er mit den Pfeiltasten
auswahlen kann, was er als nachstes
tun will. Die Steuerung liegt ganz bei ihm
selbst.
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4.1.3 Beispiele:

Der Schuler kann sich fir Beispiele, die
er selbst wahlt, das Ergebnis anzeigen
lassen, z. B.

()+()=

(-15) + (+4) = : er gibt in die
Klammern nur die Zahlen ein und erhélt
als Ergebnis -11.

Auch Dezimalbriche (mit . oder ,) und
Briche (mit / und als gemischte Zahl)
sind zul&ssig und werden akzeptiert.

Wieviele Beispiele er wahlt, ist ihm
Uberlassen. Die vorhergehenden sind
jedenfalls auf dem Bildschirm noch zu
sehen. Geschickte Beispielwahl ist
schon ein erstes, unerwahnt bleibendes
Lernziel.

4.1.4 Erlauterung:

Zu jedem Beispiel kann er sich eine

kurze Erlauterung abrufen, die seine

Vorstellung sttitzt, ohne viel zu verraten,

zu obigem Beispiel etwa kame: ,,im

Keller auf einen Stuhl steigen” und eine

zusammenfassende Schreibweise, also
=-15+4,

4.1.5 Aufgaben:

Sobald der Schiler meint, die Sache
durchschaut zu haben, kann er sich
Aufgaben stellen lassen, fur die er die
Losung eingeben muf3. Dabei kommt als
Fehlermeldung nur ,beachte die Vorzei-
chen" und ,,erst noch kirzen”, sonst wird
nur ,,richtig" oder ,,falsch" ausgegeben
und die Aufgabe nicht wiederholt. Auch
hier ist es seine Sache, wie viele Aufga-
ben er probieren will.

Dezimalbriiche und Briche kommen
gelegentlich vor, weil zwischen

(+10) - (-2) und (+10) - (-2 1/3)
gedanklich doch ein grof3er Unterschied
besteht und nicht der Eindruck

entstehen soll, die Regeln galten nur fur
ganze Zahlen.

Auch bei den Aufgaben sind die Erlaute-
rungen abrufbar, und zwar dieselben wie
bei den Beispielen.

4.1.6 Regeln Finden:

Ziel der Arbeit ist es, Regeln zu formulie-
ren. Dafur werden in Untermenus
Bausteine angeboten.

Beim Aufbau der Regeln kann man
beliebig in den Menis auf und ab gehen,
auch beliebig zwischen ihnen vor und
zurlck, fertig ist man erst, wenn aus
jedem der Menils eine Wahl getroffen
wurde. (Das Mend fur ,,die zweite Zahl"
verschwindet naturlich, wenn man im
ersten Menu wahlt ,beide Zahlen".
Umgekehrt verschwinden aus dem 2.
Untermenu ,das gleiche" und ,,verschie-
denes” wenn man wahlt ,die erste Zahl").

4.1.7 Reaktion:

Als Antwort kommt die soeben formu-
lierte Regel im vollstandigen Wortlaut,
ohne die Menis. Dazu ,diese Regel hast
Du schon", oder ,falsch", oder ein
Hinweis, dal3 das Vorzeichen stimmt,
nicht aber der Betrag (ein seltener
Fehler, tritt wohl nur bei der Differenz
auf). Sonst sind die Antworten lobend,
z. B: ,richtig, versuche es mit: Wenn
beide...". Wird dann unndétigerweise
nicht ,dasselbe Vorzeichen" gewabhlt,
sondern ,Plus" oder dergleichen, dann
heil3t die Reaktion ,richtig, es geht aber
noch Kklarer”.

4.1.8 Gewlnschtes Ziel:

Das hoéchste Lob ergibt sich bei den
Regeln ,Wenn dasselbe ...” oder
.beide ... verschiedenes ...". Fir jede der
vier Rechenarten sind zwei solche
Superregeln moglich. Um das
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Erfolgserlebnis und die Einpragsamkeit
zu erhohen, heildt es dann: ,Schreibe Dir
diese Regel in Dein Heft als: ...” (z. B.
Summe (g) fur gleiche Vorzeichen).

Wenn jemand beide Superregeln fir
eine Recherart schon hat, kann er keine
Regeln mehr formulieren, wohl aber
noch Beispiele oder Aufgaben rechnen.

4.1.9 Bisherige Regeln:

Dieser Menupunkt erlaubt, bei jedem
Stand der Arbeit die (richtigen) Regeln
abzurufen, die fur diese Recherart schon
gefunden wurden. Sie erscheinen
einzeln, mit ihrem WENN-Teil. Mit den
Pfeiltasten laf3t sich in ihnen auf und ab
blattern. Die Eingabetaste holt den
DANN-Teil dazu.

4.1.10 Fir den Lehrer:

Fur den Lehrer wird unter der Kopfzeile
angezeigt, wieviele Regeln und wieviele
der Superregeln fir jede der Vvier
Rechenarten schon gefunden wurden
(z. B. 5s1 2d2). So kann er mit einem
kurzen Blick uber die Schulter der
Schiler den Arbeitserfolg feststellen,
ohne stdren zu mussen.
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Diophantische Gleichungen

4.2 Diophantische
Gleichungen

4.2.1 Vorbemerkungen

Man spricht von diophantischen Glei-
chungen, wenn von den Lésungen einer
oder mehrerer (nicht notwendig) linearer
Gleichungen Ganzzahligkeit und meist
auch noch positives Vorzeichen verlangt
werden  und  zusatzlich  weniger
Gleichungen als Variable vorgegeben
sind (Diophantes, griechischer Mathe-
matiker, um 250 n.Chr. in Alexandrien).

Beispiele:
Welche natirlichen Zahlen x, y, z
(x £y £ z) haben die Summe 10
und das Produkt 307

[(xlylz) = (2[3[5)]
Welche natirlichen Zahlen x, y
(x £ y) haben die Differenz 7?

[(xly) = (118), (2[9), (3]10), ...]

Fur welche naturlichen Zahlen x, y
ergibt die Summe der vierten
Potenzen den Wert 807 [IL = A

Diophantische Gleichungen 1. Grades
haben die Form aesxtb ey =c mita,
b, ¢ T IN. Man kann a und b als teiler-
fremd voraussetzen. Haben namlich a
und b einen gemeinsamen Teiler t, so
mufl3, wenn die Gleichung Uuberhaupt
Losungen besitzen soll, t auch Teiler
von c sein. In diesem Fall dividiert man
die Gleichung durch t (* 0) und stellt so
Teilerfremdheit her.

Unter diesen Voraussetzungen besitzt
die Gleichung a « x + b » y = c stets
unendlich viele ganzzahlige Ldsungen,
die man am einfachsten durch ein von
Euler gefundenes Verfahren (Absonde-
rung des grofdten Ganzen, ahnlich dem
Euklid-Algorithmus) bestimmt. Man |0st
die Gleichung nach x oder y (der Varia-
blen mit dem kleinsten Koeffizienten)

auf, zerlegt in einen ganzen Teil und
einen gebrochenen Rest, der wieder
ganzzahlig sein muf3, und eine diophan-
tische Gleichung mit kleineren Koeffizi-
enten liefert, und so weiter.

Beispiel: 4x + 7y = 59
50- 7y
X=—7F"
® x=14-y+ >
3- 3y .
ri =—2  ganzzahlig
® 4r1+3y =3
3- 4I’1
=3 ;
® y=1-r1-3
ro=- % ganzzahlig
® r :-3I’2

r,=0; £1; £2; £3; ...

r2 o -1 1 -2 2..
X 13 20 6 27 -1..
y 1 3 5 -7 9..

Ist ein Losungspaar (X.|y.) bekannt, so
erhalt man alle weiteren aus
X=Xo+neb
Yy=Yo-nea
mitn =+1; £2; +3; ...

Setzt man namlich xundyin ax + by =c¢

ein, so erhalt man
a*(Xt+tneb)+be(yo-nea)

:aox0+boyo:C

Eine weitere Loésungsmethode ist der

Kettenbruch-Algorithmus von Lagrange

(der aber in den Bereich der Zahlentheo-

rie gehart).

Fur mehr als zwei Unbekannte sind
mehrere Falle zu unterscheiden:

a) Es ist nur eine diophantische
Gleichung gegeben.

Beispiel:
Es sind die von Null verschiedenen
positiven ganzzahligen Ldsungen
der Gleichung 5x + 3y + 2z =20 zu
ermitteln.
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z=10-2x-y-r=10-x-3

r 1 2 2 2
X 1 1 2 3
y 1 3 2 1
z 6 3 2 1
b) Es liegt ein System mehrerer
solcher Gleichungen vor.
Beispiel:
10x + 8y + 7z = 160
X+ y+ z= 22

10x+8y +7(22-x-y) =16
® 3X+y=6® y=6-3X
Also: x=0; 1, 2; .....
y =6 - 3X
2=22-X-y=22-X-6+3x
® z=16+ 2x
Drei L6sungen:

X O 1 2

y 6 3 0
z | 16 18 20

Bekannte nicht lineare diophantische
Gleichungen sind:

x? +y? = 72 Pythagoras-Beziehung;
unendlich viele ganzzahlige
LOosungen.

x® +y® =2z Unmdoglichkeit von Lsun-

x*+y*=2z* genin der Menge der natir-
lichen Zahlen (Euler).

xP +yP =z Fur alle ungeraden Primzah-
len p > 100 keine ganzzahli-
gen Losungen (Kummer).

X"+ y"=2z" Fur kein n > 2 ganzzahlige

Lésungen (Fermat).

4.2.2 Behandlungin der S|

(Realschule)

Eine tiefgreifende, vollstandige Behand-
lung mit einer Losungssuche fur lineare
diophantische Gleichungen nach dem
Euler-Algorithmus  scheidet fur den
Bereich der Realschule aus.

Problemstellungen dieser Art sind jedoch
vom mathematischen Gehalt her beson-
ders reizvoll und ergiebig. Man begegnet
ihnen oft in sog. Denkaufgaben und
mathematischen Ratsel wie in Aufgabe-
stellungen aus dem taglichen Leben, so
dal3 sich die Frage stellt, ob man derar-
tige Probleme nicht doch anhand einiger
ausgewahlter Beispiele und durch geeig-
nete Aufbereitung in der Realschule
behandeln kann.

Da in Ublichen Aufgabenstellungen die
Anzahl der mdglichen Ldsungen durch
die Forderung, nur naturliche und in den
meisten Fallen zusatzlich nur positive
Zahlen zuzulassen, eingeschréankt wird,
lassen sich derartige Gleichungen bzw.
Gleichungssysteme  prinzipiell  durch
Probieren l6sen, sofern dieses Probieren
systematisch, nach einer bestimmten
Strategie erfolgt.

Das Suchen nach mdglichen Lésungen
durch die Methode des Probierens kann
jedoch sehr aufwendig werden. Ist
jedoch einmal eine Strategie zum Auffin-
den der Loésungen erkannt und entwik-
kelt, so erweist sich der Rechner als
ideales und fur den Bereich der
Realschule unverzichtbares Werkzeug,
diese probierende Suchen in der Praxis
durchzufihren.

Da die Erarbeitung eines geschlossenen
Algorithmus, der es erlaubt, diophanti-
sche Gleichungen allgemein zu l6sen,
nicht moglich ist, mufl3 von Fall zu Fall
eine spezielle Losungsstrategie entwik-
kelt und durchgefiihrt werden.
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Sinn und Zweck sowie der Reiz, sich mit
derartigen Problemstellungen in der Si
auseinanderzusetzen, liegen zum einen
in der Methode der Mathematisierung
von im Text enthaltenen Informationen
und zum anderen im Erfinden von
Losungsmethoden fur die jeweils sich
ergebenden diophantischen Gleichun-
gen mit dem zur Verfiugung stehenden
Wissen und den vorhandenen Werkzeu-
gen. Dabei kommt dem Experimentieren
unter Einsatz des Rechners eine beson-
dere Bedeutung zu.

Anknupfungspunkte nach dem

Lehrplan:
Relationen,
Gleichungen
systeme

Funktionen, Lineare
und  Gleichungs-

Fir x und y setzt man zun&chst
jeweils 1 und probiert fir z alle in
Frage kommenden Werte durch.
Das gleiche Verfahren wird dann
fur x =1 und y = 2, an schlielRend
fur alle weiteren moglichen Werte
von y wiederholt. Schlie3lich
werden alle bisherigen Versuche
fur x = 2 und dann wiederum fir
alle weiteren (moglichen) Werte
von x wiederholt. Das Verfahren
l&Rit sich durch ein Baumdiagramm
(Bild 4.2.1) anschaulich darstellen,
wobei der Baum sich in drei Stufen,
entsprechend der Anzahl der Varia-
blen, verzweigt und jedes Tripel
(Xly|z) sich als ein bestimmter Pfad
im Baum verstehen laf3t.

Zeitbedarf:
2 - 3 Unterrichtsstunden, bei
Vertiefung durch zusétzliche
Beispiele (Kokosnul3-Problem)
bis zu 5 Stunden.

Beispiel:
Von drei Artikeln, von denen der
erste DM 3.-, der zweite DM 2.-
und der dritte DM 1.- kosten,
werden insgesamt 31 Stick fur
zusammen DM 41.- gekauft,
wobei von jedem Artikel minde-
stens ein Stuck gekauft wird.

Bild 4.2.1

1 2 ....a

Beispiel:

N < X
I
WN R

Wieviel Stiick werden von jedem
der drei Artikel erworben?

4.2.2.1 Losungsmethode durch
systematisches Probieren

a) Ubertragen der im Text enthalte-
nen Informationen in die mathe-
matische Symbolschreibweise:

Anzahl von

Artikel 1: x X+ y+z=31
Artikel 2:y 3X+2y+z=41
Artikel 3: z mitx,y, z1 IN

b) Systematisches Probieren:

Erkenntnis:

Das systematische Probieren kann
durch drei geschachtelte Wieder-
holungsstrukturen mit Zahler reali-
siert werden, wobei die &uliere
Schleife von 1 bis a, die mittlere
von 1 bis b und die innere von 1 bis
¢ gefihrt wird (a, b, ¢ sind natirli-
che Zahlen, die sich aus der Aufga-
benstellung ergeben). Fir jede
Kombination der drei Schleifenzah-
ler ist dann zu prifen, ob die
beiden Bedingungen erflllt sind.
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d)

Wenn ja, stellt diese Kombination
eine LAsung dar.

Bedingungen fur die Endwerte
der Schleifenzahler:

Man konnte nun fur die drei
Wiederholungsstrukturen die End-
werte auf sehr groRe Werte (z. B.
100 (?)) festsetzen. Dem mathema-
tischen Gehalt solcher Aufgaben
wird jedoch sicher mehr Rechnung
getragen, wenn man anhand der
gegebenen Informationen sinnvolle
Grenzen fur die Schleifenendwerte
definiert.

Aus den Bedingungsgleichungen
erkennt man so, dal3 x £ 12 sein
muf3. Fiar x > 12, z. B. x = 13, ware
die zweite Gleichung nicht mehr
erfullt. Entsprechend findet man
y£19 und z £ 29.

Algorithmus (Bild 4.2.2):

4.2.2.2 Losungsmethode durch
Zurtuckfuhren auf ein lineares

Gleichungssystem

Belegt man in dem gegebenen System
aus 2 Gleichungen mit 3 Variablen eine
Variable (z. B. z) mit einem bestimmten
Wert, so reduziert sich das System auf
ein lineares Gleichungssystem mit 2
Gleichungen und 2 Variablen.

z=3: X + y =28
z=22: X +y=9
3x+2y =19

Dieses Gleichungssystem kann dann mit
Hilfe eines Algorithmus zur Bestimmung
der Losungen eines linearen Glei-
chungssystems gelost werden (s. Kap.
4.3 Lineare Gleichungssysteme).

Man erhalt fur z=3: x=-18 y =46

z=22:x=1 y=8
Wegen der Bedingung "alle Ldsungen
missen positive ganze Zahlen sein”,
scheidet die Losung (-18|46|3) aus. Mit
(1/8]22) ist jedoch eine Lésung ge-
funden.

Wiederhole fur x = 1 bis 12

Bild 4.2.2

Wiederhole firy = 1 bis 19

Wiederhole fir z = 1 bis 29
Setze a=x+y+z
b:=3x+2y+z
a=31lundb=41
Dann Sonst
Ausgabe:
(xlylz)
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a) | apex + byey + crez =dy Mit speziell a*x + biey = e;
gewdahltem z
Y4 ¥0¥0¥0Y1 Y0 Y0 Y20 ®
azeX + bz‘y + Cy*Z = dz und azeX + bz‘y - e -
e1=d; - Crez Bild 4.2.3

b)

Allgemein ergibt sich damit obige
Losungsstrategie (Bild 4.2.3).

Dieses Verfahren wird fur alle
moglichen Werte von z durchge-
fuhrt, wobei das System jeweils
gelost und die Loésung uberprift
wird, ob sie nur aus positiven
ganzen Zahlen besteht.

Dies liefert folgenden
Algorithmus:

Eingabe der Koeffizienten des Systems:

ai b, C1 d:
ao b2 Co dz

dann wennx>0 und y >0,
dann Ausgabe (X|y|z).

2. Lésung des Gleichungs-
systems ist nur dann moglich,
wenn a;=0 und
Uu=axe bl' a* b2: 0 (S. Kap
4.3 Lineare  Gleichungs-
systeme).

Erweiterung des Algorithmus
so, dal3 diese Bedingungen
zu Beginn uberprift werden.

3. Verbesserung des Algorith-
mus so, dal’ die gewtinschte
Anzahl der Wiederholungen
fur z am Anfang eingegeben
werden kann.

Wiederhole fir z = 1 bis 29

c) Graphische Interpretation

Berechnung der Koeffizienten ey, ez:
e1= dl' Ci*Z
€= dz' Coe Z

1. Eine lineare Gleichung mit zwei
Variablen:

Alle ganzzahligen Losungen von
3X+2y=1%® L6sung:

Berechnung der Losungen x, y
des Gleichungssystems:
a1°X+b1°y=e1
az'X+b2‘Z:ez

X=1+ke2

y=-1-k+3 (k1 Z2).Die auf der
Geraden g: 3x + 2y = 1 liegenden
Gitterpunkte.

2. Zwei lineare Gleichungen mit drei

xT INundyT IN

Variablen:

Aufgabe aus 4.2.1.2.1 a)
Eine graphische Veranschau-

lichung ist in der Realschule/SI
nicht moglich.

Die auf der Schnittgeraden der

durch beide Gleichungen

Dann Sonst
Ausgabe:

(xlyl2)

als Losung Bild 4.2.4
Hinweise:

1. Prifen,obxT INundyT IN.
Wenn x ganzzahlig und y
ganzzahlig,

beschriebenen Ebenen liegen-
den Gitterpunkte.
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4.2.3 Zusatzliche Aufgaben

4.2.3.1 Das Problem mit den Kokos-
nissen (aus "Mathematische
Ratsel und Probleme", Martin
Gardner, Vieweg 1971)

In der Ausgabe der Saturday
Evening Post vom 9. Okt. 1926
erschien eine Kurzgeschichte von
Ben Ames Williams mit dem Titel
Kokosn(isse. Die Geschichte
handelt von einem Bauunterneh-
mer, der einen Konkurrenten am
Unterschreiben eines  wichtigen
Vertrages hindern wollte. Ein
Angestellter des Unternehmens, der
die Leidenschaft des Konkurrenten
fur Unterhaltungsmathematik kann-
te, setzte ihm ein Problem vor,
welches ihn so in Anspruch nahm,
dal3 er Uber den Losungsversuchen
vollig vergal3, sein Angebot vor dem
SchluRtermin  einzureichen. Hier
das Problem, so wie es der
Angestellte in Williams' Geschichte
erzahlte:

.Funf Manner und ein Affe wurden
durch einen Schifforuch auf eine
entlegene Insel verschlagen und
verbrachten den ersten Tag damit,
Kokosnusse als Nahrung zu
sammeln. Dann legten sie sich
schlafen. Einer der Manner wachte
auf und Uberlegte sich, dal3 die
Kokosnusse am néchsten Morgen
doch verteilt werden wirden, und so
beschlol? er, sich seinen Teil schon
jetzt zu nehmen. Er teilte also die
Nusse in funf gleiche Haufen. Eine
Kokosnuf3 blieb tbrig, und die gab
er dem Affen. Sodann versteckte er
seinen Anteil und legte die restli-
chen Nusse wieder zu einem
Haufen zusammen. Nach und nach
wachte jeder der Manner auf und tat
das gleiche. Jedesmal blieb eine
Kokosnuf3 Ubrig, die der Affe erhielt.

Am anderen Morgen wurden die
noch verbliebenen Kokosnisse
geteilt und es ergaben sich funf
gleiche Teile fur jeden der funf
Manner. Natdrlich wuldte jeder, daf3
Nusse fehlten; aber jeder war so
schuldig wie die anderen, so daf3
keiner ein Wort sagte. Wieviele
Kokosnisse waren zu Beginn
vorhanden?”

Williams erfand das Kokosnuf3-Pro-
blem nicht. Er &nderte lediglich ein
viel alteres Problem ab, um es
komplizierter zu gestalten. Die
altere Version ist vollig analog, nur
mit dem Unterschied, dall am
Morgen bei der letzten Teilung
wieder eine Kokosnuf3 fir den Affen
Ubrig blieb; in Williams' Problem
geht die letzte Teilung auf.

Beide Versionen haben unendlich
viele Losungen in der Menge der
ganzen Zahlen. Ziel ist es, die
kleinste positive Losung zu
finden.

Fur die Behandlung dieses
Problems ist es gunstig, sich
zunachst mit einem vereinfachten
Kokosnuf3-Problem zu beschafti-
gen: Drei Seeleute kommen zu
einem Haufen von Kokosnissen.
Der erste Seemann nimmt sich die
Halfte und zusatzlich eine halbe
Nuf3. Der zweite nimmt sich vom
restlichen Haufen die Halfte und
ebenfalls eine halbe Kokosnul3. Der
dritte nimmt sich vom noch vorhan-
denen Rest auch die Halfte und
eine halbe NuR. Ubrig bleibt eine
Kokosnuf3, die der Affe erhalt. Das
Problem fuhrt zu einer linearen

Gleichung mit einer Variablen:
n_ 1.1 (n_13,1
2+21+2'(23: 2):2+

4 (n_S53y, 1 -
+3-(F-2)+3+1=n

n: Anzahl der Kokosniisse

mit der Losung n = 15.
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Als weiterer Zwischenschritt bietet
sich an, das Problem zunéchst
einmal dahingehend zu verein-
fachen, dal man es unter sonst
gleichen Bedingungen fir zwei oder
drei Manner durchspielt. Hierbei ist
es einfacher und Ubersichtlicher,
die einzelnen Teilungen und die sie
beschreibenden Gleichungen zu
erarbeiten, so dal? es keine grof3en
Schwierigkeiten mehr bereitet, die
Verhéltnisse auf den Fall mit funf
Mannern zu Ubertragen, nachdem
das Prinzip einmal erkannt ist.

Der Weg sei hier fur drei Manner
kurz dargestellt

Rest Anteil Affe
X= 3ea + 1
2ea= 3D + 1
2eb= 3ec + 1
2eCc= 3ey + 1

X: gesuchte, urspringliche Anzahl
der Nisse,

y: Anzahl von Kokosnissen, die
jeder der drei Manner bei der
letzten Teilung erhalt.

In der ersten Gleichung werden a,

b, c sukzessive substituiert, was zu

der diophantischen Gleichung
8ex-8ley=65

mit der kleinsten positiven Losung

X =79,y =7 fuhrt.

Lésungsmaoglichkeiten:

- Das Aufsuchen einer LOsung
durch (systematisches) Pro-
bieren ist zwar prinzipiell
maoglich, scheitert aber bereits
aber an diesem vereinfachten
Problem aus praktischen
Griunden.

- Graphische L6sung, indem man
nach Gitterpunkten im ersten
Quadranten (ganzzahlige,

positive Werte fir x, y) sucht,
die auf dem Graphen der
Geraden

8 ¢ x-81ey =65 liegen; hat
man so eine Losung gefunden,
sollte diese durch Einsetzen in
die Gleichung und durch das
Durchspielen der Teilungspro-
zesse verifiziert werden.

- Aufsuchen der Losung(en)
unter Einsatz des Rechners;
Erstellen eines Programms
(5-Zeiler); dieser Weg ist im
Hinblick auf die Behandlung
des Problems mit fiunf Mannern
unerlalich (siehe dazu die
Losung in der Anlage). Interes-
sant ist es auch, einen Zusam-
menhang zwischen den
Lésungen zu erarbeiten, um so
zu einer Darstellung der Losun-
gen in Abhangigkeit von einem
Parameter zu gelangen (Para-
meterdarstellung der durch die
Gleichung

8ex-8ley=65
beschriebenen Geraden) und
die diophantische Gleichung
durch Elimination des Parame-
ters wieder zu erhalten.

Nach dieser Hinfuhrung kann man
sich der einfacheren alteren
Version zuwenden.

Fur die altere Version ergeben sich
die folgenden sechs Gleichungen,
die die sechs aufeinanderfolgen-
den Teilungen in Funftel beschrei-
ben; dabei ist x die gesuchte
ursprungliche Anzahl von Kokos-
nussen und y die Anzahl von
Nussen, die jeder der funf Manner
bei der letzten Teilung erhalt; die 1
steht jeweils fur die dem Affen
zugeteilte Kokosnuf3.

X=5ea+1
4eg=5eph+1
4depb=bec+1
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4ec=5d+1
4ed=5e+1
4ee=5e.y+1

Diese sechs Gleichungen lassen
sich auf die folgende diophantische
Gleichung mit zwei Variablen
bringen:

1024 « x - 15625 « y = 11529.

Allgemeine Losung: k ¢ 5° - 4,
ergibt fur k = 1 die kleinste positive
LOsung.

Zusatz: Suche die kleinste Losung
fur den Fall, daR die Grundmenge
Z ist, also auch ,negative” Kokos-
nusse zugelassen werden.

Die (theoretisch mogliche) Suche
nach der Losung durch systemati-
sches Probieren scheidet ebenso
wie die graphische Methode aus
begreiflichen Griinden aus, so dal3
nur die Moglichkeit verbleibt, die
Losung(en) mit Hilfe eines Pro-
gramms zu finden.

Schlief3lich kann man sich jetzt mit
der neuen Williams'schen Version
auseinandersetzen. (Allgemeine
Lésung: (1 + 5 « k) « 5° - 4, liefert
fur k = 0 die kleinste positive
LAsung)

4.2.3.2 Geld Wechseln

Auf welche Arten lassen sich
10-Pfennig, 50-Pfennig und 1-DM-
Stuicke zum Gesamtbetrag von

10 DM zusammenstellen, wenn
genau 25 Minzen und von jeder
Sorte mindestens eine Minze
verwendet werden sollen?

4.2.3.3 Briefmarken

Jemand kauft fur DM 160.- insge-
samt 220 Briefmarken zu 0,70, 0,80
und 1,- DM. Welche Zusammen-
stellungen sind mdglich, wenn von
jeder Sorte mindestens eine Marke
im Sortiment sein soll?

4.2.3.4 Bicher Bestellen
Jemand gibt bei einem Verlag eine
Bestellung von drei Sorten Blchern
auf. Diese Bestellung ging
verloren. Es ist aber bekannt, daf}
es sich insgesamt um 100 Bicher
mit den Preisen 10 DM, 2 DM und
0,50 DM handelte, und dafl3 der
Besteller genau 100 DM daflr
Uberwiesen hatte. Die Bucher fur
DM 2,- sind Ladenhiter, die der
Verlag gerne abstolR3en wollte. Die
Sendung schien in Ordnung zu
sein, als sie abgesandt wurde;
trotzdem reklamierte der Besteller,
nachdem er die Sendung erhalten
hatte. Was hatte er bestellt, was
wurde ihm geliefert?

REM Di ophanti sche @ ei chungen

REM Qui ck - BASIC

Bild 4.2.5
REM Ei ngabe
CLS
PRI NT "Koeffizienten der 1
d ei chung: "
I NPUT "al = al
I NPUT "bl = b1
I NPUT "cl1 = cl
PRI NT
PRI NT "Koeffizienten der 2.
d ei chung: "
I NPUT "a2 = a2
I NPUT "b2 = b2
I NPUT "c2 = c2
PRI NT
PRI NT
REM Bedi ngungen
LET grenzx = 12: LET grenzy = 19:
LET grenzz = 29
REM Ber echnung und Ausgabe der
Losungen
FOR x = 1 TO grenzx
FORy =1 TO grenzy
FOR z = 1 TO grenzz
LET a=x +y + z
LETb=3*x+2*y + 2z
IF a=31 ANDb =41 THEN
PRI NT "Losung: "y x5 "1ty
"I"; z; ")": PRINT




Zentralstelle fir Computer im Unterricht, Augsburg

Seite 21

Diophantische Gleichungen

Koef fi zi enten der
al 1
b1l 1
cl 1

1. deichung:

Koef fi zienten der 2. @ eichung:

a2 = 3
b2 = 2
c2 = 1
Lésung: (1 8] 22)
Lésung: (2] 6] 23)
Lésung: (3] 4| 24)
. Bild 4.2.6
Lésung: (4] 2| 25)

REM Kokosnuf3- Probl em fir 3 Manner

CLS

I NPUT " Qbergrenze fur x und y

ei ngeben: ", grenz

PRI NT : PRI NT

PRI NT "Lodsung(en):"; TAB(20); "x"
TAB(30); "y"

PRI NT TAB(20);

FOR x = 1 TO grenz
FORy =1 TO grenz
IF 8 * x - 8 *y =65 THEN
PRI NT TAB(19); x; TAB(29); vy
END | F
NEXT vy
NEXT X
END Bild 4.2.7

Qbergrenze fur x und y ei ngeben
100

Losung(en): x y

79 7

bergrenze fur x und y ei ngeben
1000

Bild 4.2.8

Losung(en): x y

79 7

160 15

241 23

322 31

403 39

484 47

565 55

646 63

727 71

808 79

889 87

970 95 -

Bild 4.2.9

1. "KokosnuR - Problem mit 3 Mannern"
2:
3 x=3a+1l
4: 2a=3b+1
5 2b=3c+1
6: 2c=3y+1
7 " "
8: 3b+1

10:

11:
12:

13:

14:

15:
16:

17:

a=%YYaYaYa
2

3c+1
b=%%%%%
2

3y+1
C=%¥1¥%YaYa
2

3b+1
X=3%%%% +1
2

3c+1
3%%%YaYa +1
2
X=3%%%Y¥%YaYaYaYa +1
2

3y+1
3%%%YaYa +1
2

3%%YaYaYaYaYaYa +1
2
X=3%YYYY%YYYaYaYaVa + 1
2

8ly + 65
X=%%%%%
8

8x=8ly+65 Bild 4.2.10
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REM System | i nearer Di ophanti scher REM Upr o Ausgabe

d ei chungen ausgabe:

REM Qui ck - BASIC PRI NT "LOsung: (" ox; "1ty

1oz )"

REM Haupt pr ogr anm PRI NT

CLS RETURN

flag$ = "ja"

GOSUB ei ngabe REM Upr o Ausgabe 2

IF flag$ = "nein" THEN END ausgabe?2:

FORz =1 TO 29 PRINT "Das Systemist nmit dieser
GOSUB koef fi zi ent enber echnung Met hode nicht | ésbar, "
GOSUB | oesung PRINT "weil al = O oder a2 -
IF INT(x) = x AND INT(y) =vVy bl - al » b2 = Oist"

THEN IF x > 0 ANDy > 0 THEN GOSUB RETURN

ausgabe i

NEXT 7 Bild 4.2.12

END

REM Upr o Ei ngabe

ei ngabe:

PRI NT "Koeffizienten der 1.

d ei chung: "

INPUT "al = ", al

INPUT "bl = ", bl

INPUT "cl1l = ", cl

I NPUT "d1 = ", dil

PRI NT

PRI NT "Koeffizienten der 2.

d ei chung: "

INPUT "@a2 = ", a2

I NPUT "b2 = ", b2

INPUT "c2 = ", c2

I NPUT "d2 = ", d2

PRI NT

PRI NT

IFal =0 0ORa2 * bl - al * b2 =0
THEN LET flag$ = "nein": GOSUB
ausgabe2

RETURN

REM Upr o Koef fi zi ent enber echnung
koef fi zi ent enber echnung:

LET el = d1 - cl1 * z

LET e2 = d2 - ¢c2 * z

RETURN

REM Upro LOsung
| oesung:
LET u = a2 * bl - al * b2

LET v = a2 * el - al * e2
LETy =v / u

LET x = (el - bl * y) / al
RETURN

Bild 4.2.11
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4.3 Lineare
Gleichungssysteme

4.3.1 Ziel dieses Beitrages:

- Es soll ein Algorithmus zur
Losung linearer Gleichungssy-
steme mit Hilfe des Rechners
entwickelt werden.

- Es sollen Probleme, die sich beim
Einsatz des Rechners ergeben
konnen, aufgezeigt werden.

- Es soll ein Algorithmus zur iterati-
ven Losung linearer Gleichungs-
systeme entwickelt werden.

Den Schilern sind der Begriff Lineares
Gleichungssystem sowie die verschie-
denen Verfahren (Graphische, Gleich-
setzungs-, Additions-, Einsetzungsme-
thode) zur LOsung eines linearen
Gleichungssystems bereits bekannt. Es
bietet sich an, die oben genannten
Ziele im Anschlul3 an die Ubliche
Behandlung des Themenkomplexes
Lineare Gleichungssysteme als Ergan-
zung bzw. Vertiefung im Unterricht zu
behandeln. Dies kann insofern von
Bedeutung sein, als damit einerseits
Uber die Ubliche, konservative Abfolge
»1heorie - Aufgabensammlung” hinaus-
gesehen, andererseits auf Mdglichkei-
ten und Probleme beim Einsatz des
Rechners hingewiesen werden kann.
Vorgeschlagener Zeitbedarf: 4 bis 5
Unterrichtsstunden.

4.3.2 Lo6sungsalgorithmus fir
Lineare Gleichungssysteme

a;*xX + bl‘y = C

azexX + bz‘y = C2

mit

u-= az'bl - al'bz a;*X + bl‘y = C1

b

V = @y°C1 - &1°C» Oex + Uy =V

Jedes der drei Losungsverfahren flhrt
auf diese ,Dreiecksform”.

Fallunterscheidung: a; * 0O:

Bild 4.3.1

uto a: | by |cCs
O|u|v

Geraden mit
Schnittpunkt

Eindeutig
[6sbar

IL = {(xly)}
viQ|lai|b|c
u=0 0|0 |v
Nicht
|6sbar

IL = {}
v=0|a | b |C
0|0]|O0

Unendlich
viele
LOsungen

IL = {(Xly)| azx + b1=c4}

Parallele
Geraden

Zusammen-
fallende
Geraden

Fur den Fall der eindeutigen Losbarkeit
ergibt sich die Losung zu:

c1-bq: -V
X:—lall y Y=1
_bocy-bi-cy y = alt2 8201
- ai-bo-asbg ai-bz-az-by
_Dx Dy
XD Y=
mit den Schreibfiguren:
a; b ci1 b
p=| 3 P1| p,=| €1 P1]
az by cz by
a; c
Dy =| 21 ©1
az €2
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Algorithmus:
Eingabe der a; by cq (a:* 0)
Koeffizienten: a- bo C
272 2 Bild 4.3.2
Umformen auf Setze u = ay*b; - a;*b,
Dreiecksform:
V = ax*C; - a;°C>
uto

Dann Sonst
Berechnung der vioO
eindeutigen Losung:
Setze Dann Sonst

_y - -
y=1 Ausgabe: Ausgabe:

_Ci-byy
X=""73
Ausgabe: Ldsung Keine Losung |Unendlich viele
{(xIy)} Lésungen
Folgende Teilaufgaben kodnnen in
diesem Zusammenhang der Reihe | €) Aufgabe:

nach im Unterricht behandelt werden:
a) Erarbeitung des Algorithmus

b) Codierung des Algorithmus

Es ist auch denkbar, den Schulern
nach Erarbeitung des Algorithmus
das Programm zum Experimentie-
ren an die Hand zu geben.

Ebenso sinnvoll ist es, den
Algorithmus in ein Rechenblatt
(z. B. Excel) zu ubertragen.

c) Test fur verschiedene lineare
Gleichungssysteme, wobei auch
Sonderfalle (parallele, identische
Geraden) zu berucksichtigen sind.

d) Verbesserung des Algorithmus, so
daf der Fall a; = 0 abgefangen
wird.

Lin. Gl. System: |Osx + 1ley = 3
lex - 2¢y = -1

Ergebnis: Programmabbruch mit
Uberlaufmeldung.

Vertauschen der beiden Gleichun-
gen liefert IL = {(5|3)}.

Loésungsmenge eines linearen
Gleichungssystems mit einem
Parameter in Abhangigkeit von
diesem Parameter (s. Bilder 4.3.3
und 4.3.4).

f) Es sei noch darauf hingewiesen,
daf3 die verschiedenen Ldosungsver-
fahren auch mit einem Werkzeug,
das symbolisches Rechnen erlaubt
(z. B. derive), durchgefuhrt werden
kénnen (s. Bilder 4.3.5 bis 4.3.7).

Der Wert liegt dabei auf der Tatsache,
dal3 der Schiler nicht zu einem
Beobachter undurchsichtiger Arbeitsab-
laufe zurlckgedrangt wird, die auf
Knopfdruck Ergebnisse liefern, sondern
dald von Schritt zu Schritt die im Hinblick
auf den Losungsweg richtige Vorge-
hensweise Uberlegt werden muf3, der
Rechner also als Werkzeug zur Ausflh-
rung der vom Schiler vorgedachten
Ldsungsschritte eingesetzt wird.
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1. “Lineares Gleichungssystem mit FParameter ¢ 1
2 18: "Fur graphische Darstellung:"
3 -3x+6y=c 19:)/:3%1)“_3%J
4 2x-2y=%c

y= 20 %4

y=x-%¢c
5
4 21 "
[-3x+6y=c2x-2y=%] 22: "Trégergerade der Schnittpunkte S{x(c)|y(c)}"

7. [x=3§§4,y=c] 23 x=%9/4
8: 24. X = 3%}’/4
9. c:=6

10: [x=10,y =6]
11: c:=12

12: [x =20,y =12]
13: c:=24

14: [x =40,y =24]
15: ¢:=-9

16: [x=-15,y=-9]

® x=%43

26: 3x=5y
27: 323;4;%5%

28:

29: _ X
y Bild 4.3.3

: : : L
.......... ey
Gleichungssystem::

---------- R L TR R R RERE RN ooty
-3x + &y = «C :
...... 224_

A = —cC

C] = :

....... 18_
c e {._9=,5=1.2=24}..§ ........... -
.......... 14._
1. Vermutung 7
2. Best&tigung | )
...... La.Sung b.zu_ 1E|_
...... Sc_hnittp_unkte"é"""""'—
...... Slwiorsydord Ll
3.

In_terpre_tati-:urE:l

..................................................................................................

........................................................................................................

............................................................................................................

{Bild 4.3.4 |-
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1. 1. Additionsverfahren”
2: "2. Gaphisches Verfahren”
3: 3x+3y-5=0
4: 3 x -5y -17 =0
S
2x -5
6 Y = - m-meaaa- -
3
3 x - 17
7 Y = - mmemmemaeo--
5 .
T Bild 4.3.6
9: (2x +3y-5=0) 5
18 (18 i N i5yy__1;5_202) 3 1: "3. Einsetzungsverfahren”
12: 9x - 15y - 51 = 0 22 2x+3y-5=0
130 Mol Tl 3 3x-5y-17=0 )
14: (10 x + 15y - 25 = 0) + (9 x ROttt
- 15y - 51 = 0) B 2x -5
15. 19 x - 76 = 0 SE A
16: (19 x - 76 = 0) + 76 3
17: 19 x = 76 2 x -5
19 x = 76 6: 3 X -5 - ------- - 17 =0
18: ----e-enn-- 3
19 7. x = 4
19: x = 4 2* 4 -5
3* 4 - 17 8y=-------3 -----
20: R e
Y 5 9: =-1
21 y = -1 10: "IL = {4 | -1}
22: 11: nn
T e e e e eemeeaoo- 12: "4. d ei chset zungsver f ahren”
23 L ={4 -1 ; 13:2x +3y -5=0
{4 | } Bild 4.3.5 14°3%x-5y-17=0
15: Y e e e e o e e e e e e e e e e e e et e et ”
2 x -5
160y = - ----------
3
3 x - 17
4.3.3 Probleme beim Einsatz des 17y = LT
Rechners. 2 x - 5 3 x - 17
. _ 18: - -----me--- R LR
In diesem Zusammenhang soll auf die 3 5
beiden ,sensiblen" Falle eingegangen 19: x = 4 .
werden: 20: y = 3417
a) die Graphen der beiden linearen ' 5
Gleichungen verlaufen fast parallel, 21:y = -1

b) der Koeffizient a; ist Null oder wenig
von Null verschieden.

Dies erscheint insofern von Bedeutung,
weil so einerseits eine beim Schuler
vorherrschende ,Computerglaubigkeit”
durch das Versagen eines logisch
scheinbar einwandfreien Algorithmus
erschittert werden kann und dies
andererseits zum Nachdenken darlber
zwingt, welche Grunde dafur

22:"IL = {4 | -1}

Bild 4.3.7

verantwortlich sind und durch welche
MalRRnahmen man dennoch zu einer
Lésung gelangen kann.
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a) Man bestimmt mit Hilfe des Algo-

rithmus aus 1. oder mit einem
Werkzeug (z. B. derive) die
Lésungsmengen der linearen
Gleichungssysteme

a;*X -5y = 5

lex - 20y = -2

mita; 1 {3;2.9;2.8;2.7;2.6; 2.5}
lex + ley =2

L+ a)x + 1oy =1

mital {1;0.1; 0.01; 0.001; 0.0001;
0.00001; 0.000001}

Die Steigungen der durch die
beiden Gleichungen des Systems
dargestellten Geraden nahern sich
immer mehr an, die beiden Geraden
werden zunehmend paralleler.

Die vom Rechner gelieferten Ergeb-
nisse (Quick-BASIC / derive) sind
nachfolgend angegeben (s. Beilage
3).

Ergebnis:

Kleine Veranderungen in den
Koeffizienten von Gleichungssyste-
men, bei denen die zugehérigen
Geraden fast parallel verlaufen,
kbénnen zu grol3en Veranderungen
in den L6sungen fuhren.

Weitere Moglichkeit:

Ausgehend vom Gleichungs-
system

2eX -3y =6

203+x - 300¢y = -600
bei dem der Unterschied der beiden

zugehorigen Geraden Dm = 107
betragt und fur welches der
Algorithmus aus 1. die richtige

Losung {(-400| -268.6667)} liefert,
verandert man die Koeffizienten a,,
b., c, der zweiten Gleichung so, dai3
der Unterschied der Geradenstei-
gungen der Reihe nach die Werte
m =103, 10°, 107, 10® annimmt.

b)

Ab Dm = 107 ergibt sich mit
IL = {(0]-2)} eine falsche L6sung.

Man bestimmt die Ldsungsmenge
des linearen Gleichungssystems

asx + ley = 1

lex + 1oy = 2

mit a T { 10%; 104 10 10°; 10
10-15}

Der in Quick-BASIC codierte Algo-
rithmus aus 1. liefert die in Spalte 2
angegebenen Losungsmengen. Ver-

tauscht man die beiden
Gleichungen, so ergeben sich die in

Spalte 3 aufgefihrten
LOsungsmengen.
a IL IL
(vertauscht)
10" [{1.11111] {1.111111
0.888889} 10.888889}
10 [{0.9995699| |{1.0001]
0.9999} 0.9999}
10° [{1.013279| |{1.000001]
0.999999} 0.999999}
10° {01} {1[1}
10 1{0|1} {1[1}
10 |{0|1} {1[1}
Ergebnis:
Der Losungsalgorithmus versagt

nicht nur fur a; = 0; er kann auch
dann fehlerhafte Ergebnisse lie-
fern, wenn der Koeffizient a; sehr
wenig von Null verschieden ist.
Dies kann u. U. durch Vertauschen
der Dbeiden Gleichungen des
Systems vermieden werden.

Nachstehend seien noch die Er-
gebnisse angegeben, die man mit
dem Programm derive erhalt und
die zeigen, dal3 hier offensichtlich
ein Algorithmus verwendet wird,
der gegen diese Art der Fehler
offensichtlich immun ist (Bilder
4.3.8 bis 4.3.11).
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I ax + 1y=1 1. ax-by=>b
2. 1Ix +1ly=2 2. 1x-2y=-2
3" S
4 [ax +1y=1,1x + 1ly=2] 4. [ax-5y=51x-2y=-2]
5 [X:_?/}3/f'y: V}?/f+2] 5:
a- a- . —
6: a:=3
6: 7. [x=20,y=11]
7oa=0l 8 a=29
8 [x=111111111111, y = 0.888888888888] 9 [x=25y=135
9: a:=0.0001 100 a:=28
10: [x =1.00010001000, y = 0.999899989998] 11: [x = 33.3333333333, y = 17.6666666666]
11: a:=0.000001 12 a:=27
12: [x = 1.00000100000, y = 0.999998999998] 13: [x =50,y = 26]
13: a:=0.000000001 14: a:=26
14: [x = 1.00000000100, y = 0.999999998999] 15: [x = 100,y = 51]
15: a:=0.000000000001 Bild 4.3.8 16: a'=251
16: [x = 1.00000000000, y = 0.999999999998] 17: [x = 1000, y = 501]
17: a:=0.000000000000001 18 a=25 _
18: [x =1.00000000000, y = 0.999999999999] 19: "Keine Lésung gefunden 111" Bild 4.3.10
I Ix+1ly=2 1 |
: I, IxX+1y=2 |
> ax+lv=1 Bild 4.3.9 _
Y 2 (l+ax+1ly=1 Bild 4.3.11
3
S
4: [1x+1ly=2ax+1ly=1]
. /33 /]3 4 [Ix+1ly=2,(1+ax+1ly=1]
T x=-%% . y= %% + 2 ,
avter T avt ¥ Ix=-%y y= By + 2
a-'1 a-1
6:
6:
7. a:=01
7. a=1
8 [x=111111111111, y = 0.888888888888]
8 [x=-1y=3
9: a:=0.0001
9 a:=01
10: [x = 1.00010001000, y = 0.999899989998]
10: [x= -10,y =12]
11: a:=0.000001
11: a:=0.01
12: [x = 1.00000100000, y = 0.999998999998]
12: [x = -100,y = 102]
13: a:=0.000000001
13: a:=0.001
14: [x =1.00000000100, y = 0.999999998999]
14: [x = -1000, y = 1002]
15: a:=0.000000000001
15: a:=0.0001
16: [x = 1.00000000000, y = 0.999999999998]
16: [x = -10000, y = 10002]
17: a:=0.000000000000001
17: a:=0.00001
18: [x = 1.00000000000, y = 0.999999999999]
18: [x = -100000, y = 100002]
19: a:=0.000001
20: [x =-1000000, y = 1000002]
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4.3.4 Ein lterationsalgorithmus
zur Lésung Linearer
Gleichungssysteme

Aufgabe:

Bei einem Trainingslauf gibt Fritze
Flink, der die 1000 m-Strecke in
3:00 min. lauft, seinem Partner Egon
Schmeckerl, der dafir 3:20 min.
benotigt, 40 Meter Vorsprung. Wann
und wo holt Flink seinen Partner ein
(Annahme: Beide laufen mit konstan-
ter Geschwindigkeit)?

Losungsstrategie:

Geschwindigkeit
. 1000m _ 50 m
Flink: 180s — 9 S

. 1000m m
Schneckerl: 555" =57

Wir bestimmen die Zeiten X, Xz, Xa,...,
nach denen Flink den jeweiligen Vor-
sprung von Schneckerl aufgeholt hat.
Ist x, die Zeit, die Flink bendtigt, um

die Vorgabe y, = 40 m aufzuholen,
50 m

so gilt:40m="3~5 - X3, also x,= 7,2 s.
Wahrend dieser Zeit hat jedoch
Schneckerl den Weg
y1 =52 .xq +40 m zuriickgelegt:

Y1 = 76 m.
Diese Strecke wird dann wiederum
von Flink in der Zeit
Xp = o5y y1=13,685
zurtickgelegt. Und so geht es weiter.

Allgemein erhalt man

das bzw. die fol-

Gleichungs- gende lIteration

system (i:=0; 1; 2; ...
=5ex+40

y_ 9 Startwert 0

X= 50" Yy

—VYi = 5ex; + 40

—

Xi+1 =50 Vi

Die Zeiten x; nahern sich einer Zeit x*
und die zugehotrigen Wege vy; einer
Strecke y* an, die das ,Wann und Wo”
des Einholvorgangs bedeuten.

Durch diese iterative Methode wird der
Verfolgungsprozeld bis zum Einholzeit-
punkt bzw. bis zum Einholort besonders
anschaulich und lehrreich (vergl. Zenon-
Problem) dargestellt. Eine graphische
Veranschaulichung dieses Vorgangs
unterstitzt die Einsicht in diesen iterati-
ven Prozel3 zusatzlich.

4.3.5 Maogliche Behandlung im
Unterricht:

1. Ausgehend von obiger Aufgaben-
stellung (oder einer ahnlichen) wird
das Problem ,mathematisiert”, d. h.
der Iterationsalgorithmus
erarbeitet.

2.  Zur Lo6sung des Problems bieten
sich mehrere Wege an:

- die Schdler erstellen ein
entsprechendes Programm

- das Programm wird den
Schilern an die Hand
gegeben (Bilder 4.3.12 und

4.3.13),
Qui ck-BASI C - Progranmm
Koef fi zi enten der 1.
d ei chung:
al = 50
bl = -9
cl =0
Koef fi zi enten der 2.
d ei chung:
a2 =5
b2 = -1
Bild 4.3.12

- es wird ein Werkzeug einge-
setzt, das es gestattet, itera-
tive Prozesse zu bearbeiten
(z. B. Vivitab oder derive).
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3. Verallgemeinerung des Verfahrens
zur iterativen Losung linearer
Gleichungssysteme:

Eingabe: Koeffizienten fir die
1. Gleichung ® ay, by, ¢1
2. Gleichung ® ay, by, c;

Setze Genauigkeit e fest
Setze Startwert Xney = o

Seite 30
EIR IR R b b I R I I b b I I I I I b b b b b b b I b b b b 3
X
EIR IR IR b b R I I R b I I I I I I I b b b I b b b b b b b b b 3
0 40
7.2 76
13. 68 108. 4
19.512 137. 56
24. 7608 163. 804
29. 48472 187. 4236
33. 73625 208. 6813
37. 56263 227. 8131
41. 00636 245. 0318
44. 10573 260. 5286
46. 89516 274. 4758
71. 99996 '399. 9998
71. 99996 399. 9998
Bild 4.3.13
|

Wiederhole

Setze Xat = Xneu

Setze Yneu = (C1 - @1 ® Xar):b1
Ausgabe: Xar, Yneu

Setze Xneu = (C2 - b2 Yneu):a2

BIS |Xneu = Xa|t| < e

Ausgabe: LOsung Xneu, Yneu

Parallel dazu sollte auf jeden Fall
eine  graphische Darstellung
dieses Iterationsprozesses erfol
gen (s. Bilder 4.3.14 und 4.3.15,
mit Vivitab).

win} yin}
35 {el-El#iy{n} {c2-ad®cln}d

|

u
12T}

o P e e e R Fo e E EE T

PoRBESAmRESLE

= L
e e o

ek

et
S r A BB A BB s 5 s i 1B
50 a5 e 3 7 00 e Dt

B l-nl-0)
RS

[
=

=
|

b ad - 0) B2 - -1) 2 - A
B, BEEERERERRE Bl——— C!"MATH\MATHELAE

Beelle Zakl eingeken . .
C 7 Beckne lheﬁ Le Speick Const Modell Geaf  Ctel + g = Quitt

Bild 4.3.14

FATHLAE ——

in}

i W f @ E 34 _E WM T 9 E a4 E A
eicEnEn chreiken F5CREN Txieren ruckEn

Bild 4.3.15

Auch hier bieten sich wieder die
drei oben genannten Madoglich-
keiten fur eine Umsetzung im
Unterricht an.

Zusatzlich kann auf die folgenden
Fragen bzw. Probleme, die sich im
Unterricht sehr  wahrscheinlich
zwangslaufig ergeben, eingegan-
gen werden:

- Liefert dieser Iterationsalgo-
rithmus zu allen linearen
Gleichungssystemen eine
(richtige) Lésung?

- Woran liegt es, dald der
Algorithmus versagt?
Welche Mdglichkeit gibt es,
um dennoch eine Lésung zu
erhalten?
Da der mathematische Hinter-
grund hierzu Schuilern der Sl
nicht zuganglich ist, erscheint
eine graphische Veranschau-
lichung des Iterationsprozes-
ses unumganglich, weil
dadurch die Verhéltnisse
einsichtig oder zumindest
plausibel gemacht werden
konnen.
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Diese Probleme kénnen z. B. an " o o
. . 108 (-(h2/a2)%iy (-(al/Blyaxl
den beiden Gleichungssystemen 1 R
X-20y = -2 B Leiirices 2s0nt0i009
|
X+y=17 b 18.774835123 -5.516023415
L e
IL = {(4]3)} 9 C5129329005 5, (34105
I S
2 3y = 8 |
3x - 5y = 17 R AL RS b L
IL = {(4|-1)} @.0006AA0A0E+ 00 COMATH\HATHELAB =——— HATHLAR ——
- Reslle Zahl sinaaban
untersucht werden (s. Bild 4.3.16 - _
4.3.19, mit Vivitab). Bild 4.3.18
Der Algorithmus liefert fur das 1. .
System die richtige Lo6sung, ’
wahrend er beim 2. System diver- i
giert. Vertauscht man die beiden !
Gleichungen des 2. Systems, so : =

konvergiert der Algorithmus gegen
die (richtige) Lésung.

uin) (n}
(-(h2/a2)*iy (-(af/l:l)*x(
31 3.9999999963 2,9999999981

. 9% 7
0aao0aBe1 3. Goacioncil

al =1} M =-2;el--2 a1 k=1 c2:z1)
4, HBRBARRGRGE+ B0 COMATHAMATHELARY ——— MATHLAR —

Reelle Zahl eingeben .
ESC ? Rechne Nleih L Speich Const Modell Graf

Ctel + g = Quitt

-6

-#

-ois -oie -oi? -ois -ofs -of» -013 -052 .1 0
Zleichnen)  F{chreiben) L{@schen)

A 02 03 04 05 06 00 04 4,

Flixieren)  Dlrucken) F3C

Bild 4.3.16
L n) :

05 40 4% R0 25 @ 35 b5 50 £E
Zleichnen}  F{chreiben)  LiGzchen)  TFlixieren)  D{pucken) E3

Bild 4.3.17

Bild 4.3.19
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4.4 Lineare
Gleichungssysteme -
Graphische L6sung

4.4.1 Thema:

Lineare Gleichungssystem mit zwei
Variablen (8./9. Jahrgangsstufe)

Bei der Behandlung linearer Gleichungs-
systeme wird in der 8. Jahrgangsstufe
des Gymnasiums bzw. 9. Jahrgangsstufe
der Realschule schwerpunktmal3ig der
Fall von 2 Gleichungen mit zwei Varia-
blen behandelt. Eine lineare Gleichung
mit einer Variablen a3t sich als lineare
Funktion y = mx + t interpretieren und
graphisch als Gerade in einem x-y-Koor-
dinatensystem darstellen. Die LOsung
des linearen Gleichungssystem erhalt
man dann durch Schneiden der beiden
Graphen fur die linearen Gleichungen.
Diese Zusammenhénge lassen sich
gerade wegen des Zusammenspiels von
rechnerischen und graphischen Metho-
den gut am Computer erarbeiten.

Jedes gute Zeichenprogramm fur
Funktionen (z. B. das Programm PLOT,
erhaltlich an der Zentralstelle fir
Computer im Unterricht, Augsburg)
ermoglicht das schnelle Zeichnen einer
Geraden zur gegebenen
Funktionsgleichung

y = mx +t.

Noch schoner ware ein Zeichenpro-
gramm fir Relationen. Man kénnte dann
die linearen Gleichungen in beliebiger
Form (z. B. x + y = 5) eingeben um den
Graphen zu erhalten.

Sehr hilfreich ist auch ein Koordinaten-
gitter um ,glatte” Losungen zu erkennen
oder ein Fadenkreuzcursor mit Positi-
onsangabe.

Fur rechnerische und zeichnerische
Behandlung von Gleichungssystemen
kann man auch das Programm derive
verwenden. Es l6st Relationen nach
einer Variablen auf, hat sehr gute
Zeichenfunktionen und berechnet direkt
die LOsung eines linearen Gleichungs-
systems.

Ein Tabellenkalkulationsprogramm mit
Graphik ist fur diese Problemstellung
ganz besonders geeignet. Es erlaubt
insbesondere  den  Zusammenhang
zwischen Zeit/Ort-Werten und Punkten
im Zeit/Ort-Diagramm zu verdeutlichen.
In Frage kommen alle Programme, die
eine naturwissenschaftliche graphische
Darstellung haben, also nicht nur
Business-Graphik.

Der dbliche Anwendungsbereich fir
lineare  Gleichungssysteme ist der
Bereich der Bewegungsaufgaben mit
den Fragen des Treffens bzw. des
Einholens der Bewegungsteilnehmer.
Auf der x-Achse des Koordinaten-
systems wird dann Ublicherweise die
Uhrzeit aufgetragen, auf der y-Achse der
Ort (Zeit/Ort-Diagramm).

Ein erster wichtiger Schritt besteht nun
darin, mit den Schulern das Verstandnis
fur die Graphen in einem Zeit/Ort-Dia-
gramm zu erarbeiten.

4.4.2 Aufgabe 1

Um 8 Uhr befindet sich ein Radfahrer,
der mit gleichmaliger Geschwindigkeit
fahrt, am Ort A (Kilometerstein 60), um
11.30 Uhr am Ort B (Kilometerstein 130).
Rechne nach jeder halben Stunde den
zuriickgelegten Weg aus und zeichne
den Zeit-Ort-Punkt in ein Zeit/Ort-Dia-
gramm ein. Verbinde alle gezeichneten
Punkte durch eine Gerade. Was bedeu-
tet diese Gerade? Wann hat er die
Halfte der Strecke  zuriickgelegt?
Wieviele km hat er nach 45 Minuten



Zentralstelle fir Computer im Unterricht, Augsburg

Seite 33

Lineare Gleichungssysteme - Graphische Lésung

geschafft? Was andert sich an g2
der Geraden, wenn er schneller
fahrt, langsamer fahrt, stehen
bleibt? 1.2
Mit dem Programm Vivitab
kénnen Zeit/Ort-Wertetabellen
eingegeben und graphisch als
Punkte oder Linien dargestellt
werden (Bild 4.4.1). Die Schuler
werden anfangs die geforderten
Werte selbst berechnen und

1.8

B.84

B. 6

OrtRad

Bild 4.4.2

Fahrrad Hoped

leit

den Computer nur zum Zeich-
nen benitzen. Der Fadenkreuz-
cursor ermaoglicht dann die
Beantwortung der gestellten Fragen. Der
Einflul der Geschwindigkeit auf den
Verlauf des Graphen kann durch die
Schuler selbst experimentell gefunden
werden.

4.4.3 Aufgabe 2

Ein Mopedfahrer fahrt auf der gleichen
Strecke wie der Radfahrer von Aufgabe
1 von B (130 km) nach A (60 km). Er
startet um 9 Uhr und fahrt in der Stunde
30 km. Zeichne fur jede halbe Stunde
seinen Ort in das Zeit/Ort-Diagramm
(Bild 4.4.2). Verbinde alle Punkte durch
eine Gerade. Wann kommt der Moped-
fahrer am Ort A an? Jemand sagt, als er
die beiden Geraden von Radfahrer und

8.0

8.5 9.8 9.5 18.8 18.5 11.8 11.5 12.8
Mopedfahrer im Diagramm sieht. ,Der

Radfahrer fahrt bergauf, der Mopedfah-
rer bergab“. Stimmt das?

Woran erkennt man im Diagramm, dafl3
der Mopedfahrer schneller fahrt als der
Radfahrer?

der

Was bedeutet der

beiden Geraden?

Schnittpunkt

Wie kann man in der Graphik feststellen,
wie weit die beiden Fahrer um 9.30 Uhr
voneinander entfernt sind?

Nach diesen Dbeiden einfihrenden
Aufgaben kann man den Schilern einfa-
che Zeit/Ort-Diagramme vorlegen und
eine Beschreibung der dort dargestellten

Bewegung verlan-

S : Bogenmafl | brafik 1 .
": gen. Dazu gibt es
02 - | Ort a) Verbale

t: :
n Ze,i_:r Ort 120 Beschr(-?-lbung
15 [[h1  [Tkm] | | durch einen
T 18 68 118 Text;
2 8.5 |78 I .
3 19 T3] 108 b) Numerische
4 19.0 |98 Beschreibung
=l durch eine
6 [18.5 [118 Log
7 [11 |ea I Wertetabelle.
8 [11.5 [13@ . .
] 80 Die Beschreibung
18 i Bild 4.4.1 | durch Wertetabelle
E 78 hat den Vorzug,
13 | dal3 eine sofortige
1 60 9.5 18 185 11 Zeit | Kontrolle durch den




Algebra

Lineare Gleichungssysteme - Graphische Lésung

Experimentelle Mathematik
Seite 34

Ort
751
761
651 f
1 Bild 4.4.3
60- :
55-

o0 ZE:it
.0 8.5 9.8 9.5 18.8  18.5
7T 5 Schiler dadurch

Elt Et moglich ist, daR er die
[h] |[kn] Werte eingibt und das
8 o0 Programm den
9 65 Graphen zeichnet. Die
9.5 68 Diagramme konnen
9.75 |68 auch von Schillern
18.75 |88 selbst erstellt, von

anderen bearbeitet,

und von ersteren korri-
giert werden.

Bild 4.4.3 zeigt ein Zeit/Ort-Diagramm,
Bild 4.4.4 die numerische und Bild 4.4.5
eine verbale Beschreibung.

Ein Radfahrer startet um 8.00 Uhr
beim Kilometerstein 50, fahrt 1 Stunde
und legt dabei 15 km je Stunde zurlck.
Da bemerkt er, dal3 er etwas verloren
hat und fahrt mit 10 km/h langsam
zurick. Nach einer halben Stunde
findet er, was er gesucht hat und legt
eine kleine Pause von 15 min ein.
Dann fahrt er mit 20 km/h schnell an
sein 30 km entferntes Ziel, das er um
10.45 Uhr erreicht. )

Bild 4.4.5

Der nachste Schritt besteht darin, die
funktionale Beschreibung der gleichfor-
migen Bewegung zu erarbeiten. Auch
dazu kann die Tabelle eine wertvolle
Hilfe sein. In Aufgabe 1 zeigt der Graph,

dal3 eine direkte Proportionalitat vorliegt,
wenn man (statt des Ortes) den zurtck-
gelegten Weg s und (statt der Uhrzeit)
die verflossene Zeit t betrachtet. Diesen
Zusammenhang erhdlt man auch
rechnerisch, wenn man in der Tabelle
eine Spalte t fur die verflossenen Zeit
und eine Spalte s fur den zurlckgeleg-
ten Weg einflhrt.

t = Uhrzeit - Anfangszeit;
s = Ort - Anfangsort.

In einer Spalte v (Geschwindigkeit) wird
dann s/t berechnet. Da s/t konstant ist
liegt eine direkte Proportionalitat vor und
es gilt s/t = v. Daraus folgt die wichtige
Formel

S=V*t.

Fur den Ort gilt:
Ort = Anfangsort + s
Ort = Anfangsort + v * t

Bezeichnet man den Ort mit y und den
Anfangsort mit y,, so erhalt man

y=YotV*t. 1)
An dieser Stelle bieten sich wieder
verschiedene Madoglichkeiten fur die

Eigentatigkeit der Schiler an: mit Hilfe
der Formel (1) bei gegebenem Anfangs-
ort und Geschwindigkeit eine Zeit/
Ort-Tabelle  erstellen, wobei der
Zeitschritt frei gewdahlt werden kann
(z. B. alle 10 Minuten); dann die Tabelle
graphisch darstellen!
a) Aus einem gegebenen
.steigenden” Graphen die Formel
(1) erstellen und tabellarisch sowie
graphisch nachprufen.

b) Fir Bewegung in umgekehrter
Richtung bzw. ,fallende” Graphen
die Formel (1) entwickeln.

Nachdem die Schuler mit Tabellen,
Funktionen und Graphen fiir Bewe-
gungsablaufe vertraut sind, kdnnen jetzt
die verschiedensten Begegnungs- und
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Einholaufgaben Bezeichner:[0rt [~] Grafik 1

behandelt werden. h_[|Zeit [Ort

: N 15 [thl[tknT | *18° | Ort

Dabei soliten die 37— i -

graphischen Metho- 72 |7 6 7

den im Vordergrund 3 |8 12 9.4

stehen. Das g 39 ;ﬁ ]

rechnerische Ldosen 3§ [N 10 8.3

des Gleichungssy- 7 |12 |36 1

stems bestatigt und &{13 142 8.2

. 9 |4 48 - Bild 4.4.7

prézisiert dann das 7g B.1. ild 4.4.

Ergebnis. 1 18 |8 ] _
12 11 [18 o Zeit
13 |12 % b
14 13 |54 6 7 8 9 1@ M1 12 13 14

4.4.4 Aufgabe 3

Drei Orte A, B und C liegen an einer
BundesstralRe bei Kilometer 100, 180
und 275. Ein PKW fahrt um 7.30 Uhr mit
90 km/h von A nach C. Ein LKW fahrt um
7 Uhr von C nach A, wo er um 10.30 Uhr
eintrifft.

Wann und wo treffen sich beide? Zeich-
nen und rechnen! Wie weit sind beide
voneinander entfernt, wenn der PKW
durch den Ort B fahrt?

Wie lange mufdte der PKW im Ort B auf
den LKW warten?

Datei Rechnen Tabelle Ordnen Grafik Zeichnen

Mit welcher Geschwindigkeit mufd der
PKW fahren, dal3 er den LKW genau im
Ort B trifft?

Wann mul3 der PKW starten, dal3 er bei
einer Geschwindigkeit von 90 km/h den
LKW genau im Ort B trifft?

Alle Fragen sind anhand der Zeichnung
zu beantworten (Bild 4.4.6). Arbeit in
Kleingruppen ist zu empfehlen. Fur
Gymnasiasten sollte auch eine rechneri-
sche Bestatigung der Ergebnisse
verlangt werden.

Option Hilfe UIVITABC 4.4.5 Aufgabe 4

M]

Grafik 1

#18% | ort

Ein Wanderer geht
um 6 Uhr morgens
im Ort A los, um
den 48 km entfern-

2.3 LKW

2.0

ten Ort B zu errei-
chen. Er wandert
mit durchschnittlich
6 km/h. Um 10 Uhr
folgt ihm ein
Radfahrer mit 18

1.5
PKW

km/h. Wie lange
muRte der Wande-
rer auf halbem
Wege rasten,
damit der Radfah-

Bild 4.4.6

Zeit rer ihn dort einholt

7.0 7.5 8.0 8.5 9.8

9.5

— . :
g ms | (Bild4.47):
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Solche und &hnliche Aufgaben lassen
sich in Flle finden. Der Lehrer sollte die
Schuler dazu anregen, selbst Aufgaben
zu entwickeln. Die Graphik hilft dabei,
nur solche Aufgaben zu formulieren, die
auch losbar sind (Schnittpunkt innerhalb
des betrachteten Bereichs).

Eine Steigerung in den Anforderungen
ergibt sich durch

a) die Einfuhrung eines weiteren
Partners in den
Bewegungsaufgaben,

b) die Forderung nach ,glatten”
Ergebnissen beim Rechnen
(Schnittpunkt auf Gitterpunkt).

Die konstruierten Aufgaben koénnen
dann anderen Schilern zur Ldsung
vorgelegt werden. Ein kleiner Wettbe-
werb ist denkbar.
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4.5 LOsen von
Mischungsaufgaben
mit Hilfe eines
Tabellenkalkulations-

programms.
45.1 Ziel
Es soll gezeigt werden, dall man

Mischungsaufgaben unkonventionell mit
Hilfe eines Tabellenkalkulationspro-
gramms durch Iteration I6sen kann.

Problem: Zwei verschiedene Mengen
von Flussigkeiten werden gemischt bzw.
Metalle werden legiert.

Vorwissen: Losungsschema von
Mischungsaufgaben, Iteration.
Literatur: Bo6hm, Ehrhardt, Hohle:

Schdiler arbeiten mit einem Tabellenkal-
kulationsprogramm, Metzler+Teubner.

4.5.2 Aufgabe

Bei einer Firma werden 32 kg einer
Ware, von der das kg 12,20 DM kostet,
mit einer zweiten Ware gemischt, von
der ein kg 8,60 DM kostet. Der Verkaufs-
preis von einem kg der Mischung soll
10,20 DM betragen. Wieviel kg der
2. Sorte benétigt man fur diese Mi-
schung?

Eine mogliche Tabelle in Excel kann so
aussehen:

1 2 3
1]1. Sorte 1. Sorte Mischung
2|32 kg x kg c kg
3
4]12,2 DM/kg| 8,6 DM/kg |10,2 DM/kg
5
() S [ P
7]390,4 DM DM y DM

Im konventionellen Mathematikunterricht
wiurde man die Aufgabe ublicherweise
so l6sen:

Wenn man die Menge der 2. Sorte mit X
bezeichnet, so betragt der Gesamtpreis
der 2. Sorte x » 8,60 DM. Die Gesamt-
menge c¢ der Mischung ist die Summe
der beiden Teilmengen, namlich
(32 + x) kg. Zur Berechnung des
Gesamtpreises d der Mischung kann
man nun zwei Gleichungen aufstellen:

| y=32 +12,20 + x * 8,60
b y=86e¢x+390,4
Il y=(32+x) 10,20
b y=10,2+x+326,4

Durch Gleichsetzen von Gleichung | mit
Gleichung Il erhalt man:
3212,2 +x+ 8,60 =(32 + x)*10,20

oder nach x aufgelost:
_32:(12,20- 10,20)

(10,20- 8,60)

Xx=40

Jetzt kdnnte man die entsprechenden
Daten fur die Mengen und Kilogramm-
preise in ein Rechenblatt eingeben und
damit dann Aufgaben dieses Typs losen.
Dieser Losungsweg kann aber den
Einsatz eines Computers nicht rechtferti-
gen, denn man mulf} ja den Lésungsweg
einmal selbst durchgerechnet haben. In
vielen Tabellenkalkulationsprogrammen
kann man iterieren; dies ist ein interes-
santer, vielen Schulern unbekannter,
aber doch leicht eingéanglicher Losungs-
weg.

Nimmt man zunachst hilfsweise an, dal3
die gesuchte Menge der 2. Sorte
gegeben sei, so kann man das Rechen-
blatt mit folgenden Formeln erstellen:

1 2 3
1]1. Sorte 1. Sorte Mischung
2132 kg ZS(+1) -1Z(+5)S/
ZS(-1) Z(+2)S
3
4112,2 DM/kg| 8,6 DM/kg 10,2 DM/Kg
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5 ; ;
O] B el e 110. Schritt 40
7]Z(-5)S* Z(-5)S* ZS(-2)+
Z(-3)S Z(-3)S ZS(-1)

Danach erhélt man je nach der Reihen-
folge der Formeleingabe z. B. folgendes
Rechenblatt:

1 2 3
1]1. Sorte 1. Sorte Mischung
2|32 kg -32 kg 0 kg
3
4112,2 DM/kg| 8,6 DM/kg 10,2 DM/Kg
5
() [ [ P
7]390,4 DM |-275,2 DM |115,2 DM

Um den Vorgang

Das hier beschriebene Verfahren lauft
wesentlich schneller ab, sobald man die
Neuberechnungen automatisch durch-
fuhren laRt. Dazu stellt man unter
Zuséatze lIteration auf [Ja], [Enter]. Sofort
wird die Iteration durchgefuhrt und bleibt
fur x = 39,999532 stehen. Dies rihrt
daher, dal3 die Iteration abgebrochen
wird, wenn sich zwischen 2 lIterations-
schritten keiner der beteiligten Zahlen-
werte um mehr als 10° geandert hat.
Durch Driucken der Taste "I" kann man
zusatzliche Iterationsschritte erzwingen
und dadurch eine bessere Naherung
erhalten. Dies kann man auch durch ein

der Iteration schritt-

Menge einer Sorte und Gesamtmenge der Mischung (Iteration)

weise nachvollzie-
hen zu konnen,

stellt man bei

1. Sorte

Mischung

Zusatze Sofort

Rechnen auf [Ja]
und Iteration auf
[Nein]; [Enter]; so
kann man jeweils
durch Dricken der
Taste F4 das

Menge

32 kg

72 kg

Preis je kg

12,20 DM

10,20 DM

Gesamtpreis

390,40 DM

344,00 DM

734,40 DM

Ergebnis nach

einem weiteren

Iterationsschritt im

Delta (D): 4,55884E-10

Rechenblatt erken-
nen. Gleichzeitig
erscheint die Fehlermeldung ,Endlos-
schleife”. Die Werte fur die Menge der
2. Sorte x &andern sich schrittweise
folgendermal3en:

0. Schritt 0
1. Schritt -32
2. Schritt -20,70588
3. Schritt

-11,18339

20. Schritt 37,626998

Setzen eines Endekriteriums erreichen
z. B. Endekriterium Delta (D) < 10%.
Wobei die Funktion Delta (D) die groi3te
Anderung liefert, die bei einem beteilig-
ten Zahlenpaar stattgefunden hat. Dann
kbnnte eine endguiltige Fassung des
Rechenblattes wie oben aussehen.

Damit beim Arbeiten mit dem Rechen-
blatt die Formeln in den Feldern durch
Falscheingabe nicht zufallig zerstort
werden kdnnen, sollte man diese Felder
schutzen.
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Nun kann man mit dem fertigen Rechen-
blatt experimentieren. So kann man
beispielsweise untersuchen was ge-
schieht, wenn:
der Mischungspreis unter dem Preis
einer Sorte liegt,
der Mischungspreis Gber dem Preis
beider Sorten liegt,
der Preis der 1. Sorte und der
Mischungspreis gleich sind,
der Preis der 2. Sorte hoher liegt als
der Preis der 1. Sorte,
der Preis der 2. Sorte und der
Mischungspreis gleich sind.

Wéahrend die Ergebnisse von Experi-
ment 1 bis Experiment 3 verstandlich
sind, Uberraschen das Experiment 4 und
5, da sie zu vollig falschen Ergebnissen
fuhren. Dies fuhrt dann automatisch auf
die Frage: ,Was passiert denn eigentlich
bei der Iteration?”

Zum besseren Verstandnis zeichnet man
sich die beiden Geraden die man der
Berechnung des Gesamtpreises erhalten
hat ndmlich die Gleichung

y = 8,6*x + 390,4 ()
und y=10,2*x + 326,4 (1n
in ein Koordinatensystem ein. Ausge-
hend von einem Punkt P, auf dem
Graphen zu (I) geht man parallel zur
x-Achse bis man den Schnittpunkt P, auf
dem Graphen zu (Il) erhalt. Von diesem
Punkt P; nun geht man parallel zur
y-Achse bis man den Schnittpunkt P, auf
dem Graphen zu (I) erhalt. Dieses
Verfahren setzt man nun fort, bis man
am Schnittpunkt S (40 | 734,4) angelangt
ist. Sehr schon laf3t sich dies anschau-
lich mit Hilfe des Programms Vivitab
darstellen (Bild 4.5.1).

X yht ]y
B0 1y/10.2-326, .0k

-2H, 212.32
-11,13339100 294,32

3.6 421 .4

9, 3222224595 470,97 «
14,134422059 511,93
8 18.19%768292 546.%4

9 Ll '
10 24490934853 oll.67| -
11 26928085072 621,98

]

an—
—

|

n
2
L
2
3
d
3
b
7

i b Bild 4.5.1
39, 304458746 67759 nd 4.o.

3N P
7, 2000000009E+01 i WISCH

Wenn man den Preis der 2. Sorte hdoher
setzt als den der 1. Sorte, dann wird in
der Geradengleichung (I) die Steigung
groRer, wahrend die Steigung in der
Geradengleichung (I) sich nicht andert.
Wendet man nun das lterationsverfahren
wie oben beschrieben an, so bewegt
man sich immer weiter vom Schnittpunkt
weg (Bild 4.5.2). Man erhéalt auf Grund
der divergierenden Zahlenfolge keinen
Schnittpunkt, obwohl in Realitéat einer
existiert.

X y 0t I
00 iy/10, 12%x42
i 395.2 A
\ 356.14
2,9158 310,18
=1.589 25612 g
-5,889 192,52
-13.12 117,78 K
-20.46 29.679
-29.89 -13.98
9 -39.24 -193.7
e Bild 4.5.2
12 -81.77 -706.0 I I T
13 -l6l.2 -939.%
14 -124.1 -1314,
15 -151.0 -1337. -1%/
3N I
1, 0000080GAAE01 [R) HISCH

Ist hingegen der Mischungspreis gleich
dem Preis der 2. Sorte, so sind die
Steigungen der Geraden (I) und der
Geraden (Il) gleich und es existiert kein
Schnittpunkt und auch keine Losung!
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4.6 Lineare Optimierung

4.6.1 Didaktik und Methodik

Die lineare Optimierung bietet sich in
hervorragender Weise als interessantes
Anwendungsgebiet und als Erweiterung
zu den Themenbereichen lineare
Gleichungen und Ungleichungen sowie
lineare Gleichungs- und Ungleichungs-
systeme an. Die Grundprobleme und
Methoden, soweit diese fur den Bereich
der Sl relevant sind, kdnnen anhand
interessanter Aufgabenstellungen er-
schlossen werden und bieten so die
Maglichkeit, das stereotype Einliben des
Lehrstoffes anhand gleichartiger Aufga-
ben zu vermeiden und stattdessen die
Festigung abwechslungsreicher, praxis-
naher und damit effizienter zu gestalten.
Derartige Problemstellungen spielen als
Optimierungs- bzw. Rationalisierungs-
probleme in Wirtschaft, Industrie und
Technik (z. B. Produktionsoptimierung,
Zuschnittprobleme, optimale Bebau-
ungsplane, Zuordnungsprobleme, Trans-
portprobleme, Wegeoptimierung usw.)
eine bedeutsame Rolle und gehoren
somit in den Blickwinkel des Real-
schilers.

Anknupfungspunkte It. Lehrplan:
Lineare Gleichungs- und Unglei-
chungssysteme.

Zeitlicher Aufwand:
Wegen der Bedeutung und des
interessanten Charakters derartiger
Problemstellungen sollten minde-
stens 4 Unterrichtsstunden ange-
setzt werden.

Didaktische, methodische Hinweise:
- Einfache Beispiele (2 Variable),
die durch Uberlegung Uberpriif-
bar sind.

- Graphische Ldsung des

Problems (Anschaulichkeit).

- Wesentlich ist, dal3 der Schiler
lernt, die im Text enthaltenen und
fur die Losung des Problems
relevanten Informationen in Form
von linearen Gleichungen darzu-
stellen sowie die Schnittmenge
der durch die Ungleichungen
beschriebenen Halbebenen als
.Planungsvieleck” zu interpretie-
ren, dessen innere Punkte und
Randpunkte graphisch die Ge-
samtheit der mdoglichen L6sun-
gen darstellen.

- Erkennen, dafl durch eine
Zusatzbedingung von diesen
moglichen Losungen solche aus-
gewahlt werden, die eine
»Ziel-"Funktion  (mit Formvari-
able) erfullen.

Hinfuhrung:
Zum Problem des linearen Optimie-
rens kann z. B. durch eine Aufgabe
folgender Art hingefihrt werden:

Die Punkte A(0|0), B(7|0), C(6]4)
und D(0|6) bestimmen ein Viereck
Vagco.  Gesucht  sind  Punkte
P(x]y) T V mit x +y maximal.

Losungsweg:
- Beschreiben von Vagcp durch
ein System linearer Unglei-
chungen.

- FOr Punkte P(x]y), deren
Koordinatensumme den Wert
z hat, gilt: y = -x + z (Zielfunk-
tion mit Formvariable z).

- Graph der Zielfunktion ist eine
Parallelenschar g(z), wobei
die Geraden der Schar die
Steigung -1 und den y-Ach-
senabschnitt z haben.

- Punkte P(x]y)T Vmitx+y=z
und z maximal missen auf
einer Geraden g* der Schar
liegen, deren  y-Achsen-
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Abschnitt z* den groé3ten Wert
aufweist.

- Graphische LoOsung; Erken-
nen eines allgemeinen
Lésungsprinzips.

- Da fur den Bereich der Sl nur
eine graphische Loésung in
Frage kommt, bietet sich der
Einsatz eines Plot-Programms
an.

4.6.2 Anmerkung (Beschrankung auf
zwei Variable)

ajs-Xx+bg-y+c1>0

beschreibt

y konvexes Polygon
I Planungsvieleck
|

u

am-X+bm-y+Cm >0 Ib

Es sollen nicht-negative Werte x und y
so bestimmt werden, da3 das System
linearer Ungleichungen

erfillt ist und aufl’erdem eine lineare
Funktion, die fur den Bereich des
Planungsvielecks definiert ist:
z=f(xy)=ax+by+c } Zielfunktion
einen extremen (minimalen oder maxi-
malen) Wert annimmt.

Diese Zielfunktion ist fur den Bereich
des Planungsvielecks definiert und soll
ein extremum annehmen (Geradenschar
mit Steigung -% und Achsenabschnitt

z-c
)
Hauptsatz:
Die Uber einem konvexen Polygon
definierte lineare Funktion

z = ax + by + ¢ nimmt ihr Maximum
(oder ihr Minimum) stets auf einem
Randpunkt (oder einer Randstrek-
ke; instabiler Fall) des Planungs-
vielecks an.

Beweis:
Der hochste (tiefste) Punkt eines
ebenen Prismenschnitts mufd not-
wendigerweise auf seinem Rand
liegen, d. h. in einem Eckpunkt
oder in allen Punkten einer Schnitt-
kante.

Die Bestimmung des Extremums der
Zielfunktion lauft somit auf die Bestim-
mung desjenigen Eckpunktes des
Planungsvielecks hinaus, welcher
zugleich Element derjenigen Geraden
der Schar mit dem gréf3ten y-Achsenab-
schnitt ist (Graphische Veranschauli-
chung und graphische Ldsung).

4.6.3 Beispiel

In einer Fabrik werden u. a. zwei Sorten
von Fernsehgeréaten, Standgerate und
tragbare Geréate gefertigt.

Die Herstellung eines Standgerates
dauert 2 Stunden mit Maschine A,
1 Stunde mit Maschine B und mit
Maschine C ebenfalls 1 Stunde. Ein
tragbares Gerat kann mit Maschine A in
1 Stunde, mit Maschine B in 2 Stunden
und mit Maschine C in einer Stunde
gefertigt werden. Die Maschine A lauft
monatlich hdchstens 180, Maschine B
hoéchstens 160 und die Maschine C
héchstens 100 Stunden.

Beim Verkauf werden flr ein Standgerat
DM 4.- und flr ein tragbares Geréat
DM 6.- Reingewinn erzielt.

Wie viele Gerate sollen von jeder der
beiden Sorten produziert werden, damit
ein  maximaler Gewinn erzielt wird?
(Voraussetzung: alle Gerate werden
verkauft)

Erarbeitung im Unterricht, Analyse der
Problemstellung

Losung:
- Einzeichnen der Graphen zu den
einzelnen Ungleichungen in ein
Koordinatensystem ®



Algebra Experimentelle Mathematik

Lineare Optimierung Seite 42
Monatlich |Herstellung mit Maschine/St. Gewinn
A B C DM/Std.
Maximale Betriebszeit in Std. 180 160 100
Standgeréat x 2 1 1 4
Tragbares Gerat y 1 2 1 6
x>0undy>0 < | |
2x+y £ 180 <
X+ 2y £ 160 <
x+y£100 <
Monatlicher Gewinn: G=4x + 6y _2/€l- G maximal
y=- %X + % <
Planungsvieleck V. Welche Eigenschaft haben Punkte
Welche Eigenschaft haben Punkte PXxly) I g? ) )
Pxly)I g? - P(xly)so,dalR Pl VundP 1 g*
- Eintragen des Graphen der und G* maximal.
Zielfunktion fur bestimmte Belegun- - Eventuell zusatzliche rechnerische
genvon G, z. B. G =120, G = 300, Lésung mit Hilfe eines —
G =400, G =500, G =600 ® Standard-Werkzeugs. Bild 4.6.1
Parallelenschar g(G). Turboplot

= - s+
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RS b b b Sk Sk S S b b bk S kS S S b b

Eur eka: The Sol ver, Version
1.0

Fri day Novenber 29, 1991,

11: 07 am

Name of input file:

C: \ MATH\ EUREKA\ LI NOPT

ER IR I b I S S b b R S R P S S Sk R S b kS
; Bei spiel zu "Lineare
Opti m erung”

; Gewi nnf unkti on

(Zi el funktion):
Gewi hn = 4*X + 6*y
$max( Gewi nn)

; Ungl ei chungssystem

(Pl anungsvi el eck) :

X >0

y >0

2*x +y <= 180

X + 2*y <= 160

X +y <= 100
ER R IR I S S b S S S S S b b b b b b b S b I b b b
Sol uti on:
Vari abl es Val ues
Gewi nn = 520. 00000
X = 40. 00000
y = 60. 00000

4.6.4 Weitere Aufgaben

1. Zwischen zwei gréReren Orten soll
eine Busverbindung eingerichtet
werden. Die taglichen Kosten
(Lohn, Kraftstoff, Wartung, Amorti-
sation usw.) belaufen sich auf u
DM (1200.-). Als Fahrpreise sind
vorgesehen: a DM (6.80) fur eine
Einzelfahrt, Schuler und Berufsta-
tige die Halfte. Insgesamt kdnnen
taglich n (800) Personen befdrdert
werden. Es soll untersucht werden,
wann mit Gewinn zu rechnen ist.

Personen mit Normalpreis: x
Personen mit Ermafigung: y

[x30;yEO; x+y£En;
ax + 0,5 ay > u]

2. Ein Geschaftsinhaber will seinen
Kunden zum Neuen Jahr Kalender
(Stuckpreis DM 4.- oder a) und
Notizblcher (Stickpreis DM 10.-

oder b) schenken. Er will dafiir aber
nicht mehr als DM 10 000.- (m)
investieren.

Kalender: x
Notizbticher: y

a) Stelle die Mdoglichkeiten gra-
phisch dar.

b) Welche Anderungen entstehen
durch die folgenden zusatzlichen
Bedingungen? Mindestens 400
besonders geschatzte Kunden
sollen die teureren Notizblcher
erhalten; es sind insgesamt nicht
mehr als 1600 Kunden.

Eine Hutte bezieht ihr Erz von zwei
Gruben A und B. Aufgrund von
langfristigen Liefervertrdgen mus-
sen von A wdchentlich mindestens
50 t, von B mindestens 80 t
abgenommen werden, wahrend
andererseits A bzw. B nicht mehr
als 400 t bzw. 200 t wdchentlich
liefern konnen. Die Hiutte selbst
kann nicht mehr als 500 t Erz in
einer Woche verarbeiten.

Der Reingewinn beim Verhitten
von 1t Erz betragt a bzw. b DM fur
die beiden Erzsorten.

Es soll der maximale Gewinn bei
verschiedenen wirtschaftlichen Si-
tuationen untersucht werden.

Fall 1: a>b, z. B. a = 60 DM und
b =40 DM

Fall 2:a<b, z. B. a=40 DM und
b =60 DM

Fall 3: a = b , instabiler Fall;
Steigung der der Ziel-/Gewinnfunk-
tion entsprechenden Geraden

(g = ax + by (DM)) ist -1, d. h. alle
Punkte einer Strecke des
Planungsvielecks ergeben einen
maximalen Gewinn.)

Ein Auslieferer muf3 auf seiner
160 km langen Rundfahrt mit sei-
nem Wagen 20 Kunden besuchen,
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wofur ihm 8 Stunden zur Verfigung
stehen.

a) Welchen Bedingungen missen
Besuchszeit x und Zeit y (die er fir
1 km bendétigt) gentigen?

b) Welche zuséatzlichen Unglei-
chungen kommen hinzu, wenn er
wegen der Zahlungsformalitaten
bei jedem Kunden mit einem
Aufenthalt von mindestens 5
Minuten rechnen muf3 und wenn er
ferner wegen der Geschwindig-
keitsbegrenzung nicht schneller als
50 km/h fahren kann ?

Zwei Kohlebergwerke B; und B;
sollen die Fabriken F;, F, und F;
versorgen. Der tagliche Ausstol3
der Bergwerke betrage 100 t bzw.
80 t, der davon zu deckende
Bedarf der 3 Fabriken 60 t, 70 t und
50 t. Aufgrund der gegenseitigen
Entfernungen und der zur Verfi-
gung stehenden Befdrderungsmit-
tel er- gibt sich far die
Transportkosten in DM pro Tonne
die folgende Tabelle

von\naCh Fl FZ F3
B: 60| 40| 20
B> 50( 40| 30

Um die Versorgung der Fabriken
wirtschaftlich zu gestalten, hat man
zu entscheiden, wieviel Tonnen
jedes Bergwerk an jede der drei
Fabriken liefern muf3, um seine

Erzeugnisse abzusetzen, um den
Bedarf jeder Fabrik zu decken und
um die gesamten Transportkosten
so niedrig wie moglich zu halten.

Die von den Bergwerken an die
Fabriken zu liefernden Mengen (t)
kann man in Form des nebenste-
henden Graphen darstellen.

Bl
‘%oo-f-y \
F 1 F 2 F 3
X+y-50
70-y % A'-X
B

2

Die gesamten Befdrderungskosten
betragen:

K = 60x + 40y + 20(100-x-y) +
50(60-x) + 40(70-y) + 30(x+y-50)

K = 6300 + 20x + 10y

Fur x und y gelten die folgenden
Nebenbedingungen:

x30,y%0

100-x-y3 0

60-x30

70-y30

X+y-5030

Hinweis: Beweis des Hauptsatzes und
Aufgaben zum Linearen Optimieren s.
Handbuch der Schulmathematik, Band 2,
S. 60 - 66.
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.. Ein Oltank hat die Form eines

4.7 Los_en von liegenden Zylinders mit dem Radius
Gleichungen durch r (= 1m) und der Léange |.

Iteration a) Wie hoch steht das Ol im Tank,

wenn dieser zu q% (25%) gefullt ist?
4.7.1Ziel:

Der Schiler soll an einigen
Beispielen erfahren, dal3 es neben

b) Es ist eine Hohenskala fur q =
10%; 20%; 30%;... 100% zu

den ublichen Gleichungen, die sich erstellen.
formelmallig in  geschlossener c) Welche Lésung ergibt sich, wenn
Form l6sen lassen, ein weites Feld qg=kep (kT IN)ist?

von Gleichungstypen gibt, bei
denen man nur mit Hilfe wvon
N&herungsverfahren zu Losungen
gelangen kann. Das Losen einer Asegment = Asekior = Adreleck

(z. B. transzendenten) Gleichung 5 e )

durch einen IterationsprozeR bietet | 7 3g 0

einerseits eine  experimentelle %-rz-sina

Komponente und vermeidet es | Geht man zum BogenmaR des Winkels
andererseits, dem Schiler eine a tiber, so ergibt sich:

"heile Welt der Gleichungslehre” A “L.,2.,.1.2 ging
vorzutauschen, in der sich alle Segment ~2 2

auftretenden Gleichungen elegant | Fullung des Olltanks

und durch formale algebraische | d-l-m-r2=1-5-r2(a- sina)

Hohe der Tankfullung:
h=r-(1- cos3)

Verfahren lésen lassen. Volumen [2-g-z=a- sind (1)
Zeitbedarf: Die Losungen dieser Gleichung sind

Zwei Unterrichtsstunden fir ein | Fixpunkte von

Beispiel. f:a->2.9-n+sing; gelRY
Software: Man erkennt, daf3 die Losung vom

Man kann den lterationsalgorithmus | Radius r und von der Lange | des
selbstverstandlich in einer Program- | Oltanks unabh&ngig ist. Mit g = 0,25
miersprache codieren, falls die | erhalt man:

Schiler Uber Programmiererfahrun- % =a- sina (1)

gen verfigen. In der Regel aber T .

wird man, nachdem der Mechanis- fra—%+sina

mus der lteration (Iterationsvor- | Da wir kein Verfahren kennen, eine
schrift, ~Startwert, lIterationstiefe, | Gleichung der Art (1) bzw. (1) zu lésen,
Zuweisung: neuer Wert - % alter | bestimmen wir die Lésung(en) durch
Wert) erarbeitet wurde, ein Pro- | eine Iteration:

grammwerkzeug (z. B. Vivitab, Startwert ao
Derive, Iterationen) einsetzen. Nicht ll

versaumt werden sollte dabei, den ai+1:%+sinai

Iterationsprozeld auch graphisch .4
darzustellen, um so die Art und die T—, (i1 1No)
Geschwindigkeit der Iteration zu-
satzlich zu veranschaulichen.

4.7.2 Aufgabe:
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Hodell-Editor

Bild 4.7.1

n=>50

a(n) = :a(n+1)
a(n+1) = 2#q#pi+sin(a(n))
h = r+{1-cos((a(n)/2))
Tabellenkonstanten
q=082 r=1

Die Iteration der L6sung wurde mit
Vivitab (Bild 4.7.1 und 4.7.2) bzw. mit
dem Programm ,lterationen” (Klett-Ver-
lag, Bild 4.7.3) durchgefihrt.

Tabelle

Datei Rechnen

Ordnen

brafik Zeichnen

Option Hilfe ML

LAERTER

2l

brafik 1

64688 18888 Bogenmaf

k

a(n+1)

q=08.25r-=1;

Formel:|2+q*pi+sin(a(n))

— 2.4

aln) |a(n+1)|h

=

raln+12+g#pi|r+(1-c

.5788|5.E-12

2

.5708|2.5708|0.2929

.5788|2.1111]8. 7185

1.6

.1111/2.4283|8. 5873

.4283|2.2251|8. 6589

— 1.2

.2251|2.3643|8. 5576

.3643|2.2722|8. 6211

.2722|2.3348|8.5788

S 00 e S | T | e |t | P | e | WP

.3348|2.2929|8. 6874

.2929|2.3212|8. 5883

.3212|2.30822|8. 6812

.3822|2.315 |8.5925

s | ol | e
ra| -

.3899|2.3099|B.59%6

| Bild 4.7.2

.3899|2,309918.59%6

o | |
LY==~ 1N |

.3899|2.3099|B.596

P | Pod | P | B | Pod | P | P Pod | P | Pod | P Pl | Pl | P | e i
P | P P B | Pod | P | Pod | Pod | Pod | Pod | Pod | Pod | Pod | P | Pl | e

58 |2.3099|2,30899/8.596.

Die in b) geforderte Hohenskala ergibt

sich, wenn man bei Verwendung
Werkzeugs Vivitab jeweils vor de

R(echnen) den Wert der Konstanten q

andert:
gin % hinm

(r=1m)

0

0,31

0,51

0,68

0,83

1

1,17

ain
Bogenmalf}
0
1,63
2,11
2,49
2,8
3,14
3,48

0
10
20
30
40
50
60

des
m

70
80
90
100

4.7.3

Die Kanten eines Quaders (a = 5, b = 4,
c = 7 LE) werden jeweils um dasselbe
Stuck x (LE) verlangert. Wie mufd X
gewahlt werden, damit das Volumen des
neuen Quaders doppelt so grof ist wie
das des alten?
Fir x ergibt sich die Gleichung 3.
Grades:

X3+ 16ex*+83¢x-140=0

3,79
4,17
4,66
6,28

1,32
1,49
1,69

Aufgabe:
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Die Losung ergibt sich durch Iteration

mit

140

fix- m (Bl|d 474)

Zusatz: Die Iteration der Losung soll mit
anderen Iterationsfunktionen durchge-

fuhrt werden.

Wert:[1.686746988

k

x(n)

%(n+1)

i

r2(n+1)

148/ (sqrizin

z(n+1)

1

686746988

248771821

3411008739

31757086821

.32383730638

3217644375

.32206B6606

S [ 0] = | | T | o [t | P [t | e [

3219917151

.3228877616

.3220848269

. 32208848961

. 32200846938

. 32200474089

R Y Y p—Y p—y p—y
LT o | et | P | e | IS

s | s | it | s | s | i | s | s | s | | i | e | s | s | Y

. 32200473

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

686746988 1 1.6
240771021

.3411008730
.3175706021
.3230373068
.3217644375
. 3220606604
.3219917151
.3220077616
.3220040269
.3220048961
.3220046938
.3220047409
.32200473

3220047325

— 1.2

— 0.8

— 0.4

8.4

1.2
|

1.65(n)

| -

Bild 4.7.4
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4.8 LoOsen einer Gleichung
dritten Grades, Losen
einer transzendenten
Gleichung

4.8.1 Vorbemerkungen

Bereich:
Numerische Ldsungsverfahren von
Gleichungen

Thema:
Losen von Gleichungen dritten
Grades

Aufgabe: Schwimmende Kugel.
Eine Kugel mit der Dichte d (d < 1)
schwimmt im Wasser. Wie tief
taucht sie ein?

Werkzeug:
Vivitab
4.8.2 Mathematisierung:

Die Kugel mit dem Radius r hat eine
Masse m =%-r3-n-d. Die Eintauchtiefe

der Kugel ist x (siehe Bild 4.8.1).

TN

Bild 4.8.1

Die verdrangte Wassermenge hat das

Volumen V =x2 -(r- %) -7. Nach dem

archimedischen Prinzip folgt daraus
%.re’.n.dzxz.(r- %)72?

x3-3.r-x2+4.d-r3=0

Das ist eine Gleichung 3. Grades, fur die
es in der Schule kein algebraisches
Losungsverfahren gibt.

4.8.3 lterative Losung:

Das Losen der Gleichung wird auf den
Schnitt zweier Graphen zurtckgefihrt.

(1) x3-3.r-x2+4.d-r3=0
x3+4.d-r3=3.r-x2

) fx)=x3+4.d-r3

(3) gx)=3-r-x2

g(x) hat die Umkehrfunktion
hy)=g 1) = /4.

Das Verfahren besteht darin, aus der
Gleichung g(x) - f(x) eine Iteration
X = g*(f(x)) zu machen. Man fangt mit
einem beliebigen Wert in der N&he der
vermuteten Losung an und hofft, dal3 die
Iteration konvergiert.

Die Zerlegung der Gleichung (1) in zwei
Funktionen (2) und (3) ist ziemlich
willkdirlich. Eine der beiden Funktionen
muf3 sich umkehren lassen. Im Ubrigen
heiligt der Zweck die Mittel, d. h. wenn
die Iteration konvergiert, war die Zerle-
gung brauchbar.

Die Eingaben in eine Tabelle mit 15
Zeilen lauten:

Vereinbarungen:
r=1,d=0,75
f(x) =x3+4-.d-r3
g(x) =3-r-x2

h(y)= /4 {Umkehrfunktion von
9(x)}
Spaltenformeln und Startwerte:
X =h(y) x(1)=1
y =f(x)

Das Durchrechnen der Tabelle liefert in
Spalte x den gesuchten Wert fir die
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U: r=1; d = B.75; -

U2: F(x) ; g(x) ; h(y) Bild 4.8.2
Bezeichner: | M| Grafik 1

n o |x y

15 |h(ty) [f(x) | Y

1T 8 3 |-

2 1 4

3 1.154714.539% |

4 [1.2361/4.8614}4 f(x) afifjj

5 1.273 |5.8628

b 1.2991(5.1923

7 1.156(5.277 |3

g [1.3263[5.3329] a(x)

0 1.3333(5.3781

18 [1.3379[5.3949| 2

11 11.341 |5.4115}

12 [1.3431(5.4227 1

13 |1.3445(5.4382

14 |1.3454|5.4352}

15_[1.34G |5.4386] 0" . e6 88 1 1.2 @ x

Eintauchtiefe (siehe Bilder 4.8.2 und
4.8.3).

¥

-5.45

_-5.425

_-5.4

.30 Bild 4.8.3
53511, 134 145 g

4.8.4 Lo6sung durch
Intervallschachtelung:

Ein verstandlicheres und sicheres
Verfahren (ohne Konvergenzprobleme)
ist eine Intervallschachtelung fur die
Gleichung G(x) = 0 mit

G(x):x3- 3-r-x2+4-d-r3.

Dabei braucht man zwei Anfangswerte
x1 und x2 mit G(x1) > 0 und G(x2) < 0.
Die gesuchte Nullstelle liegt im Intervall

[x1, x2]. Fur die schwimmende Kugel gilt
offensichtlich O £ x £ 2er. Fir x = O ist
G(X) = 4eder® > 0, fur x = 2er ist
G(X) = 4er’(d - 1) < 0. Dann wird das
Intervall halbiert: x = (x1 + x2)/2. Je
nachdem ob G(x) grofRer oder kleiner als
0 ist, wird x1 oder x2 durch x ersetzt,
ansonsten bleibt x1 bzw. x2.

Die Eingaben in eine Tabelle mit 15
Zeilen lauten:

Vereinbarungen:
r=1,d=0,75
G(X) = X3- 3erex? + 4eder®

Spaltenformeln und Startwerte:
x1 =ifCy >0,: x,: x1) x1(1)=0
X2 =if(Cy <0,: x,: x2) x2(1)=2
X = (X1 + x2)/2
y =G(x)

Das Durchrechnen liefert in Spalte x1
eine untere Schranke und in Spalte x2
eine obere Schranke fur die Ein-
tauchtiefe.
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h |x1 %2 % y a
15 [if(Ry> [if (By<|(x1+x2(9(x) v
1 18 2 1 1
2 |1 2 1.5  [|-8.375]]
3 | 1.5 [1.25 |B.2656|], ..
d 11.25 1.5 [1.3795 |-8.872||
5 |1.25 |1.375 [1.3125(8.893 || c--
b |1.3125)1.375 [1.3438(9.3E-3||
7 1.3438/1.375 [1.3504]-0. 831 — i~ Sr
8 |1.3438)1.3594({1.3516(-8. 0811
9 11.3438)1.3516(1. 3477 |-9. E-4| [-o-c== |
18 11.3438)1.3477(1.3457 (4. 2E-3| |
11 11.3457(1.3477|1.3467|1.6E-3| [°-°¢
12 11.246711.3477(1.3472(3 . 3E-4| |
13 11.3472\11.3477|1. 3414 (-3 E-4|[°-7°F 183
14 11.3472|1.3474(1.3473|1.6E-5| | e
15 11.347311.3474(1.3474|-1. E-4

4.8.5 Weitere Aufgaben

Im Fall der iterativen Losung die beiden

Funktionsgraphen

zeichnen, wobei um den Schnittpunkt
herum ~,gezoomt”
1,33 < x < 1,35 und 5,35 <y < 545;

fx)

wird,

und

d.

dazu die Iterationstreppe zeichnen.

Im Fall der Intervallschachtelung den
Funktionsgraph von
wobei um die Nullstelle herum ,,gezoomt”

wird, d. h. 1,3<x< 1,4 und

-0,1 <y < 0,1; dazu durch Zeichnen des
Treppengraphen die Konvergenz veran-

schaulichen (Bild 4.8.3).

Fur die iterative Losung andere Zerle-
gungen der Gleichung dritten Grades
x3 = 3*r*x* + 4*d*r* = 0 vornehmen, z. B.
f(x) = 3*r*x? - 4*d*r%; g(x) - x5, h(y) - y*3;
oder f(x) = x*- 3*r*x*+ x + 4*d*r; g(x) = x;
h(y) = y und untersuchen, ob die Itera-

tion konvergiert.

G(x) zeichnen,

9(x)
h.
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5 Funktionen

5.1 TREFFER

Im Programm TREFFER geht es um
graphische Darstellung von Funktionen.
Es besteht aus vier Teilprogrammen mit
unterschiedlicher Aufgabenstellung und
Zielsetzung:

1. Kurve zeichnen

2. Gleichung finden

3. Kugeln treffen

4. Spuren suchen

5.1.1 Kurve zeichnen

Der erste Programmteil ist ein Funktionen-
plotter, der auf explizit angegebene
Funktionen y = f(x) oder x = f(y) sowie auf
implizite Kegelschnittgleichungen zuge-
schnitten ist. Er erlaubt eine schnelle
Uberprifung von Parameterveranderun-
gen in Funktionsgleichungen und verleiht
den Schulern eine Fertigkeit in der Formu-
lierung und in der Anwendung von Funkti-
onsgleichungen. In diesem Programmteil
wird gewohnlich jeder neue Graph zu den
schon gezeichneten hinzugefiigt. Damit
kann der Schiler die Auswirkung einer
Veranderung in der Gleichung beobach-
ten oder gezielt eine Funktionenschar zu

BITTE WAHLEN:

SRRy SR

{Esc> ---» Ende

L. WERSUCH 0 ) ST -9

richitirg : (=32 y = -3

erstellen. Das Programm erlaubt auch
SONDERTASTEN:
{F2»:5lei1chg. neu
<F3>: Bild frei-

geben
<F4>: Achsen neu
{Enter»: fertig H?
<F1>: Hilfe o
{Esc>: zurck
Kurve
zeichnen

-3
Gleichung: g = xZ-4ex-4 B||d 511
1 i

Bild 5.1.2

durch die Veranderung der Achseneintei-
lung einen Teil des Graphen vergrol3ert
darzustellen, sie sozusagen zu ,zoomen”
(Beispiel s. Bild 5.1.1).

5.1.2 Gleichung finden

Dieser Programmteil gibt auf dem
Bildschirm eine Gerade oder einen Kegel-
schnitt im Achsenkreuz vor und der Benut-
zer soll die zugehorige Gleichung einge-
ben. Das Auffinden der richtigen
Gleichung wird durch das Einzeichnen
etwaiger falscher Versuche unterstitzt.
Der Schiler kann sich also ,schrittweise”
an die Losung annahern. Das Programm
erhoht nach jeder richtig gefundenen
Gleichung den Schwierigkeitsgrad. Auch
in diesem Programmteil ist es mdoglich,
durch eine Veranderung der Achseneintei-
lung einen Teil des Graphen vergro3ert
darzustellen und dadurch die Funktions-
gleichung praziser zu bestimmen (Beispiel
s. Bild 5.1.2).

5.1.3 Kugeln treffen

In diesem spielerischen Programmteil
lernt der Schiler, Graphen durch vorgege-
bene Punkte zu legen. Im Achsenkreuz
erscheinen nach Zufall verteilte Kugeln,
die mit geeigneten Graphen ,getroffen”
werden sollen. Eine Punktebewertung
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Treffer

Achsen ,sondieren”. Das Programm mar-
kiert darauf die Schnittpunkte mit den
versteckten Graphen. Es gilt mit mdg-
lichst wenig Sonden und Versuchen alle
Gleichungen zu finden. Ein Punktsystem
motiviert dabei den Schuler, eine sinn-

« |volle Strategie zu wéahlen. Der Schiler

lernt dabei (spielend), wie viele Punkte
zur eindeutigen Festlegung einer Gera-
den oder eines Kegelschnitts mindestens

Seite 52
BITTE MEHLEN: ol f
ok L [ @
; ] e
\\ 5 1) -_E ; ;
e | 1
?i i J F
5 ¢
N A I
EN—— R am—
._,:_I.
sz —-—2 Ende o
S
CUKTE! 17

erforderlich sind. Das Spiel ,Spuren

BITTE LIAHLEN:

{Esc> ---> Ende

0 GERADE
X PARABEL

PUNKTE: 52

suchen” laRt sich mit unterschiedlichem
Schwierigkeitsgrad einsetzen. Im Stan-
dardspiel bestimmt der Spieler selbst die
Kurvenform, im Expertenspiel wird sie
vom Programm vorgegeben (Beispiel s.
Bild 5.1.4).

5.1.5 Zusammenfassung:

Das Programm laf3t sich in den Unterricht
einbeziehen, um den Zusammenhang
zwischen der Gleichung und dem

g = 20x+2y2-1

Bild 5.1.4

Graphen herzustellen oder einzuiiben.
Dabei sind verschiedene Einsatzformen

belohnt das Finden solcher Graphen, die
viele Kugeln zugleich treffen. Das Spiel
l&aRt sich in 2 Spielstufen einsetzen: dem
Standardspiel und dem Expertenspiel. Im
Standardspiel sind nur die Gleichungen
von Geraden und Kegelschnitten zugelas-
sen, im Expertenspiel weitere Funktionen
y = f(xX) oder x = f(y). Der Schuler trainiert
dabei 2 Fahigkeiten: er mul3 sich die
Graphen im Achsenkreuz vorstellen, die
durch die markierten Punkte hindurchge-
hen und er mul3 fur diese Graphen die
richtige Gleichung finden (Beispiel s. Bild
5.1.3).

5.1.4 Spuren suchen

Im Achsenkreuz sind bis zu drei Graphen
.versteckt”. Die Aufgabe der Schiler ist
es, ihre Gleichungen anzugeben. Dazu
kann er mit Geraden parallel zu den

maoglich:

- Lehrerunterricht

- Gruppen- und Einzelunterricht

- Mischformen aus Lehrerunterricht

und Einzelunterricht.

Die vier Programmteile lassen sich
unabhéngig voneinander einsetzen. Der
Lehrer kann einzelne Programmteile,
einzelne Funktionen und einzelne Spiele
fur den Schiler sperren und das
Programm so dem fortschreitenden Unter-
richt oder der Schulart gemal3 einsetzen.
Fir den Einsatz im Unterricht sind im
Handbuch zu dem Programm eine Fille
von Arbeitsblattern zur Verfigung gestellt
die sich im Unterricht bewéhrt haben.
Kritisch anzumerken ist jedoch, dal3 das
Programm leider keine Moglichkeit des
Ausdruckens vorsieht.
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5.2 Funktionen und
Funktionenscharen

5.2.1 Funktion und Kehrfunktion

Das Bild der Parabel ist aus einer
(x,y)-Wertetabelle entstanden mit der
einfachen  Funktionsvorschrift y=x2;
daran anschlieRend wurden lediglich die
Achsennamen vertauscht und neu
gezeichnet (Bild 5.2.1). Es ergibt sich
sofort das Bild der Umkehrrelation. Far
den besseren Uberblick ist die Winkel-
halbierende eingezeichnet. Man erkennt

steht, von der ebenfalls ein Belegungs-
bereich angegeben ist, so spricht man
von einer Funktionenschar.

Beispiel:

y =fa(x) = (x - @)% x 1 [-3,3],
a=-2,-1,0, 1, 2. Es handelt sich dabei
um 5 Parabeln (Bild 5.2.2).

u P
pall

Bild 5.2.2

die  Spiegelsymmetrie der beiden
Graphen.

' HHA

A Nl

s

4l

|

o]

il

u]

ot Bild 5.2.1
| .
- BE E S S

5.2.2 Funktionenscharen

Seiy = f(x) x I ID eine Funktionsglei-
chung. Wenn in der Funktionsgleichung
noch eine zusatzliche Formvariable

Mit dem Computer ist die Erstellung
eines Funktionenplots und natdrlich
auch einer Funktionenschar ein schnel-
les Geschaft. Das nachste Bild (5.2.3)
zeigt eine Funktionenschar, die aus der
Schargleichung cos(x + ¢) entstanden ist.
Das Bild zeigt die typische Handhabung.
Es sind gleichzeitig Grafikfenster und
Funktionsplotterfenster offen. Im Funkti-
onsplotterfenster werden die Achsenva-
riablen und die Achsenabmessungen
festgelegt. In der Zeile Parameter wird
die  Plotwiederholung  durch  die
Belegung des Parameters ¢ gesteuert.
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Unubersichtli-
cher werden
die Graphen
von Funktions-
Bild 5.2.3 | | Uberlagerun-

gen. Hier ist
es wohl rat-
-.=4- | SAM, physika-
1-|lische  Inter-
pretationen

- he- ranzuzie-
hen wie bei
_|der im folgen-
den dargestel-
len

% Datei Bearbeiten Rechnen Ordnen Optionen Grafik Zeichn
MATHELAB
Grafik

~Schwebung”,
S(I=———— Funktionsplotter DVD8r—————| C}!ie aus der
Uberlagerung
fl ||=| = cosCx+phi 2 | | [ von Sinus-
o) Zeichenart | lund Kosinus-
Parameter: |phi=0,3.1415,0.31415 3 Punkte Funktion ent-
1.Achse: 0 <= x <=7 O Punkte fett sta_mden ist
2.Achse: -2 <=y = 13 . (Bild 5.2.5 und
i) Linie 5.2.6)
[ zeichnen | [ Hilfe ] [Einstellungen | | @ Striche T
Das néchste Bild (5.2.4) zeigt eine Funk. | |22
)as nac ste Bild (5.2. )_zelgtelrJe unk- | == teat, feiie0
tionenschar fa(x) = A*sin(x), x | [0, 2],
A=-2,-18..2. ¥ = sinta¥ts
Y = costE SFto—
z = wty Bild 5.2.5
u Bild 5.2.4

L
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Bild 5.2.6
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5.2.3 Aufgaben

1. Die Uberlagerung im Bild 5.2.6 weist
wiederum RegelméalRigkeiten auf.
Welche Schwingungsdauern kannst Du
in dem Bild erkennen?

2. Zeichne im Intervall von [-2, 2] mit
dem Funktionenplotter die Funktion tan
und die Funktion arctan. Was ist zu
beobachten?

3. Zeichne mit Hilfe einer Tabelle die
Funktionenschar (Bild 5.2.7):

|

f]" Y = 0. 5" 2ok |

Bl

Parameter: |o=-3,3,0.3
1.Achse: -5 <= x <= 6
2.Achse: -4 <=y = 4

Bild 5.2.7

Das Ergebnis sieht so aus (Bild 5.2.8)!
Was fur Merkwirdigkeiten sind zu
sehen?

4] Ill,lr
D'\ 5: -;..::I
N7 N

-E -4 -2 0 2 4 &

L]

o]

Bild 5.2.8
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5.3 Elementare Rech-
nungen zu Wachs-
tumsprozessen

5.3.1 Datenmengen, Darstellung,
Auswertung

Beispiel Zinseszins

Ein Kapital Ko tragt jedes Jahr Zinsen
ein, die zum Zinsfuld p berechnet
werden. Das neue Kapital K., erechnet
sich aus Ka: + Zins, der Zins aus Kaep,
insgesamt also

Kneu= Kait + ZIins = Kqit + Kalt'p Kneu(l + p)

Mit dieser Formulierung erschlief3en sich
beispielsweise folgende Aufgaben:

Beispiel 1: Erstelle eine Tabelle fur die
Kapitalentwicklung fir ein Startkapital
von 100 DM, das 10 Jahre lange ohne
Abhebung verzinst wird. Stelle Deine
Tabelle in Form eines Saulendiagramms
dar.

Beispiel 2: Die Kapitalentwicklung hangt
sehr stark vom Zinful3 p ab. Fuhre p als
Variable ein und rechne die Tabelle fur
verschiedene p. p soll in Schritten von
1% von 2% bis 10% variiert werden.

Beispiel 3: Eine interessante Tatsache
ist die Kapitalverdopplung durch Zinses-
zins. Verwende die Ldsung von
Beispiel 2 zur Antwort! Wann hat sich
das Kapital bei 3% Zins verdoppelt?
Graphische Losung zu Beispiel 3 (Bild
5.3.1).

Die Losung von Beispiel 3 ist schon
recht schwierig. In Vivitab wird zunachst
folgendes Modell aufgebaut

Jahr = #Jahr +1; Jahr(1) =0

p=0.01

Kapital = #Kapital(1 + p);

Kapital(1) = 100
Vor dem Durchrechnen der Tabelle
wurde die Zeichenautomatik \Y;

eingestellt. Damit wird nach dem Durch-
rechnen automatisch der Graph einge-
tragen. Dann wird entweder von Hand
ein neues p in die Tabelle eingetragen
oder das ganze Durchrechnen mit Hilfe
des Kommandos Wiederholtes Rechnen
automatisiert.

Fur die Losung wurde noch im Funktio-
nenplotter die konstante Funktion
Kapital = 200 eingetragen. So laf3t sich
im grofRen Graphik-Fenster mit Hilfe des
Cursors der Verdopplungszeitpunkt
ablesen. Das Ergebnis ergibt sich dann

L
ol Kapi tal Jahr = 23,454545455
Hil.Eltal = 2B2.66666667
o ? E 7]
- Inhalt = @
24
2 2 /e nli nl/e rzltaluerdnpplung
2.0
1.3¢ Einseszililg_rl:hlen von 1% his 18¥%
1.6t Startkapital 108 DM+
14
1.21 )
Bild 5.3.1
1.01
o5 : : : : : : : : : wJahp_
0 0.1 0.z 0.3 0.4 0.5 0.£ 0.7 0.3 0.3 1.0 ir
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durch Aufrunden auf die nachst ganze
Zahl.

5.3.2 Invertierte Fragestellungen:

Beispiel 3 war schon ein Beispiel fur
eine invertierte Fragestellung. Losungen
ergeben sich aus den Tabellen oder der
Graphik. Fur elegante geschlossene
Losungen wird immer die Kenntnis der
Kehrfunktion vorausgesetzt. Diese ist
nur in einfachen Fallen fir die Schule
greifbar. Fur diese einfachen Falle sind
auch geschlossene Losungen noch zu
bestimmen.

Man geht von der Darstellung

Kneu = Kat + Zins = Kg + Kalt'p = Kneu(l + p)
auf die fur theoretische Zwecke besser
geeignete K,.1=K,(1 + p) Uber, mit der
Moglichkeit zur expliziten Berechnung
der Folgenterme durch K,= Ko(1 + p)".

Allgemein formuliert fihrt Beispiel 3 zu
folgendem Problem:

Beispiel 4: Gib fur beliebige ZinsflulRe p
an, in welchem Zeitraum jeweils das
Startkapital Ko verdoppelt ist.

Es ergibt sich 2¢K, = Ko(1 + p)n, und
diese Gleichung mufd nach n aufgeldst
werden. Mit den Rechenregeln Uber das
logarithmische Rechnen ergibt sich

_ log2
n(p) = log(1+p)

Losung zu Beispiel 4: Plot der Funktion
n(p) (Bild 5.3.2).

5.3.3 Probleme ohne einfachen
analytischen Zugang

Beispiel 5: Felix Culpa bendtigt einen
Kredit von 10.000.- DM. Er wird pro Jahr
1000.- DM tilgen. Wie lange bendétigt die
Ruckzahlung des Kredits fur verschie-
dene Zinsful3e p.

Formulieren wir zuerst das mathemati-
sche Modell
Jahr = #Jahr + 1; Jahr(1) =0
p=0.05
Tilgung = 1000
Zins = #Kapitalep
Kapital = #Kapitale(1 + p) - Tilgung

Die Tabelle (Bild 5.3.3) und die Graphik
(Bild 5.3.4) ergeben, dalR nach 14
Jahren noch ein kleiner Restbetrag offen
ist, falls von der 10.000 DM Schuld
jahrlich nachschiissig 1.000 DM getilgt
werden.

Formal handelt es sich um einen Spezi-
alfall der Tilgungsgleichung, deren allge-
meine Formulierung als Differenzen-
gleichung 1. Ordnung mit konstantem

Koeffizienten und konstanter
10
Jahp P = 8.03
Lok o . Jahr = 25,333
: Mach wieviel Jahren verdoppelt sich das Lan?e - a
0.3 . Inhalt = @
' Kapital?
| Jahr = log2/log(l+p), p Zinsfup
0.7
0.5t
0.5t
0.
0.3
0.t -
Bild 5.3.2
0.1
0 0 05 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 %5 5.0 5.5 6.0 E5 7.0 7.6 5.0 8.5 3.0 5.5 40.0 10.5 40
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i Fheég MemoOry. LiodbW HYTES

I?homogenl n Jahp P T!illgung Kapital
tat k1] Jahr +1 @.85 %)%} ‘Kap1tal=(1+
X+l =axtb ffy g .05 10009 10000, 0P
e Do S T B
allgemeine |l % @, 85 1600 842375
ortasson 8 eg ol o
der Parame- fl3 @.85 ieea 659904
eramib g 1
wie sie Dbei lljp g @.85 1060 4486 .72
orer sy il 18 1 18
matischen 13 12 @.085 1060 2041, 44
mathemati- 14 13 @.85 1888 1143.51
schen  Be- |15 1% 0. 85 1000 200.68
handlung der Bild 5.3.3
Gleichung 5. ARARRARARRE- A2 E: 2
winschens- 1wt Kapi tal
wert ist, ergibt | | o o )
in dem gege- Beispiel fiir die Entwicklung von
benen textuel-| [ Schulden hei 18,808 DM Fremdkapital
len  Zusam-| "9 54 Jahreszins und 1088 DM jihnlichenp
menhang .71 Tilgung
keinen Sinn. 0.6t

0.5¢
Beispiel 6:| o4k :
Huberta Sorge | , .| Bild 5.3.4
kann von
lhrem 30.| " Restzahlung narh 14 Jahpen
Lebensjahr an| " - E !
fur das Alter" .

im Jahr einen

Betrag von 1200.- DM zuriicklegen. Sie
mochte mit 60 in Pension gehen und ab
dann jahrlich einen Betrag von
6000.- DM zusatzlich zu lhrer Rente zur

Verfiigung haben. Bei welchen Zinsen
[&Rit sich ihr Plan bis mindestens ins 80.
Lebensjahr hinein erfillen (Bild 5.3.5)?

1o .
1 1 Kapital
1.0
0.5
0.8t
0.7t
0.6t
0.5t
0H
0.3
0.2t
0.4t

Jahrliches Sparen von 1288 DM
Al teprsverzehr von 6888 DM ,jihrlich

Zinssatz zwischen 3% und 6%

Al terssicherungsrechnung

0
-0 4t
-0 et
-0
-0
-0 .5t

Bild 5.3.5

30 it 4 4E E0

} } } } } xﬁlter_
£C £0 £ 70 75 30
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5.3.4 Beitrag zur Losung der Inver-
tierung des Wachstums-
problems: logarithmische
Skalen

Beispiel: Das Jod-Isotop J131 ist radio-
aktiv. Seine Halbwertszeit T ist 8 Tage,
d. h. von einer Ausgangsmenge N von
radioaktiven Isotopen ist nach 8 Tagen
die Halfte zerfallen.

Nach der Reaktorkatastrophe von
Tschernobyl ergab die Messung der
Zerféalle an einer Grasprobe folgende
Melreihe:

Tage 1 2 3 4 5
275| 250 230| 215| 195

Zerfalle

180| 160, 150 140, 128| 115

Aufgabe:

1. Trage die MelR3werte aus der
Tabelle in einen Tage-Zerfalle-
Graphen ein.

2. Erstelle eine MeRwerttabelle Tage-
Log(Zerfalle) und trage diese in
einen Graphen ein.

3. Der Graph aus Aufgabe 2 ergibt
eine Gerade. Bestimme ihre
Gleichung
(Loésung: -0.0373+Tage + 2.476).

4.  Welche Mel3werte erwartet man im
folgenden bis zum 20. Tag?
Berechne sie aus der Geradenglei-
chung von Aufgabe 3 und geeigne-
ter Umrechnung.

Lésungsmodell:
Tage =#Tage + 1; Tage(1) =0
MelRwerte = DATEN
b = log(DATEN)
Regression = linreg(Tage, b)
Gerade =-0.0373+Tage + 2.476
Prognose = 10"Gerade
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5.4 Parameterdarstellung
von Kurven

5.4.1 Kreis

Die Abbildungen f: IR 3%® IR? sind zu
unrecht aus der Betrachtung von
Funktionen in der Schule verschwunden.
Paradox ist, dal’ die Physik diese Abbil-
dungen in Form von Bahnen bewegter
Korper mit dem Parameter Zeit intensiv
bendtigt, die Mathematik jedoch diesen
Service in einer mil3verstandenen schuli-
schen Tradition verweigert.

Bild 5.4.1 zeigt 60 Punkte auf einem
Kreis, erzeugt durch

cos(t)
t—{ sin) },te[O,Zn]

Als Schrittweite wurde dt:é—g gewahlt,
so daf’ jeder Punkt erkennbar zu einem

bestimmten Parameterwert  gehort.

u t=ruid Bild 5.4.1
1.0 ' ..
0.5 " t=8eiED
0. 61 )

sin(t)

0. 44
0. 21 .

_ b=/l
o ol tEm2

oSt
-0.2
-0.4
-0.6
-0.a
-1.0 ' ' : - | X
o 0.6 -0.2 0.2 0.E 1.0 &

5.4.2 Lissajous-Figuren

Parametrisierte Kurven sind nicht so
leicht zu durchschauen wie Abbildungen

von IR nach IR. Im folgenden sind
Figuren angegeben, die aus
cos(n-t)

sin(m - 1) J,te [0,27],n,meIN

entstanden sind. Bestimme fir jede Figur
die Zahlen n und m (Abb. 5.4.2 - 5.4.7)!

? Bild 5.4.2

1.0

0.z

0.6

0.4

0.z

0.0

-0z

=04

=06

-0.2

=1.0
-1.0 -0.6

H
1.0

-0z 0.2 0.6

? Bild 5.4.3

-0.2 0.z 0.6 1.0 I

e Bild 5.4.4

-0.6




Zentralstelle fir Computer im Unterricht, Augsburg

Seite 61 Parameterdarstellung von Kurven
ol Bild 5.4.5 | | 5.4.3 Eine exemplarische
el physikalische Anwendung
0.8 Die einfachste Bahnkurve ist die des
o schiefen Wurfes. Bei physikalisch
D2 sinnvollen Anfangsbedingungen ergibt
0.0 sich eine Parabel mit 2 Nullstellen, also

-0.2 entsprechend einem Ansatz
-0.4 t
-0.6 t_)[a-t-(t- tw) J,t€|R
-0.8 . L. . .
N S . mit den__Pa_rametern tw fUr dIQ Wurfweite
40 06 -02 02 08 0 & und a fUr die Lage des Scheitelpunkts.
ol Bild 5.4.6 | | Die einfachste iterative Losung setzt
os lediglich die physikalischen Definitionen
oe von Geschwindigkeit und Beschleuni-
o4 gung voraus. Das im folgenden
- gegebene Modell ist etwas raffinierter,
s weil in ihm die Anfangsbedingungen
_0'2 variiert werden kénnen.
b Die folgende Graphik (5.4.8) zeigt eine
o durch das physikalische Modell (Abb.
e ) 5.4.9) errechnete Parabelschar. Dabei
T Tz ez o o & wurde der Abwurfwinkel mit den Werten
- . 15°, 30° 45° und 60° variiert. Die
1o Bild 5.4.7 | | Anfangsgeschwindigkeit blieb mit 53
0.8 gleich.
o 1.5 % Bild 5.4.8
0.4
0.2 1.0¢4
o.o 05
-0.2 .
-0.4 0.0
-0.6 s 12
-0.8
AT T o0z o6 0 l',-_>'<'| -
-1.371
=2.0
=2.5
-3.0¢ GO
2.5 \
SH
- 'E.D III.:S 1.:3---1.:5 2.:I:I 2.:5 3.:I:I 3.:5 4.:I:I
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n o= 200 | MOoDELL Bild 5.4.9

Qx = 0=kl

ay = =10+ wykR
Awinkel = &0
Ageschw = 5
we = jfin: 1, rwetauddt AgeschwtcosCAW i nkel 20 wed12=2.5
vy = i fin: 1, swgtagtdt, Ageschw*sincAwinke | 23, wyd12=4 330127
sx = Extowkdt; =x(1 =0
sy = syt+oagkdt; o =gol =0
Aufgaben: und trage sie gegen den Abwurf-
winkel auf.
L Entnimm aus den Tabgllen die _ 3.  Versuche die Bahngleichungen fur
Wurfweite und trage die Wurfweite die Abwurfwinkel von 15° und 60°

gegen den Abwurfwinkel auf. zu finden. Hinweis: Nimm aus den

2. Entnimm aus den Tabelle die Tabellen die Nullstellen und
Scheitelpunkte der Flugbahnen variiere den Parameter a.
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5.5 Elementares Nahe-
rungsverfahren zur
maschinellen Be-
rechnung von sin X

Es soll ein Verfahren vorgestellt werden,

mit dessen Hilfe es mdglich ist, sin x fur

beliebige Argumente durch ein elemen-
tares, d. h. die abstrakte Grenzwertdefi-

nition vermeidendes Verfahren zu appro-
ximieren.

5.5.1 Erlauterung des Verfahrens

/|

Bild 5.5.1

Die zum Bogen im Einheitskreis geho-
rige Sehne werde mit S(a) bezeichnet.
Fur den halben Bogen x:% gilt dann:

X =25(a).

Zu einem vorgegebenen Bogen x zerlegt
man den doppelten Bogen a in

3"(nT IN) gleiche Teile. Die Teilbégen
der Lange 3% approximieren mit wach-
sendem n die zugehdrigen Sehnen
S(%n) beliebig genau. Es gilt dann:

S(zw) = 3w

Durch fortgesetzte Verdreifachung des
Winkels 3% erhalt man, von den

.Kleinen” Sehnen S(:%n) ausgehend, in n

Schritten die Lange der ,grol3en” Sehne
S(a). Aus S(a) ergibt sich durch Halbie-
ren unmittelbar der Naherungs- wert fur
sin x. Entscheidend ist es nun, eine
Formel zu finden, die es gestattet, aus
einer zu einem beliebigen Bogen gehori-
gen vorgegebenen Sehne s die zum
dreifachen Bogen gehodrende Sehne S
zu berechnen.

5.5.2 Beziehung zwischen den
Sehnen s und S

Teilt man den Bogen a im Einheitskreis
in drei gleiche Teile der Lange % SO

besteht zwischen den zugehorigen
Sehnen S = S(a) und s:S(%) folgende
Beziehung: S = 3s - s°.

5.5.3 Beweis

Bild 5.5.2

Im Dreieck CFD gilt:
h?=a?- s? )
Im Dreieck ACF gilt:
b?=h?+ (S - a)? (1)
(1) in (I1) eingesetzt ergibt:
b?=s?+ (S - a)?*- a2
b?’=s?+(S-a+a)(S-a-a)
b?=s?+ S(S - 2a)
b?=s?+ Ss

(1)
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Im Dreieck EBC gilt:

EC’=4- g2 - EC=/4- s? . Berechnet
man damit die Fldche des Dreiecks EBC
mit [EC] als Grundseite, so erhalt man

s-/4-s2

A= 5. Wahlt man [EB] als Grund-

seite, so ergibt sich A= % Durch Gleich-

setzen erhalt man dann:
b=s-y4-s2.

Gleichsetzen von (1) mit (V) ergibt:

[s- J4- s? jz =s2+Ss und nach Um-

formung: S = 3s - s°.

(V)

5.5.4 Maschinelle Berechnung der
Sinuswerte

Aus der obigen Beschreibung ergibt sich
das Struktogramm, aus dem man leicht
das zugehorige maschinenspezifische
Programm in einer maschinen- oder
problemorientierten Sprache erstellen
kannn.

Eingabe: Winkel X,

gewunschte Genauigkeit N
Setze: A = 2*X

S = A/3"N
Wieder- Setze: |S=3*S-S5S"3
hole N=N-1
bisN=0
Ausgabe: S/2

Dieses Verfahren ist auch fur Winkel
gultig, die groRRer als 2p sind. Da jedoch
die  Konvergenzgeschwindigkeit  mit
wachsendem Winkel abnimmt, ist es
sinnvoll, die eingegebenen Winkel
zuerst in die entsprechenden Winkel im
1. Quadranten umzurechnen und dann
das Verfahren anzuwenden.

5.5.5 Schlubemerkung

Die Formel S = 3s - s® kann auch als
Sonderfall aus den Moivre-Formeln
abgeleitet werden. Bei Teilung des
Bogens a in m gleiche Teile besteht
zwischen den Sehnen S(a) und S(¥y)
nach Moivre eine zu obiger Gleichung
analoge Gleichung, die - wie man leicht
nachrechnet - fur ungerade m wurzelfrei
ist und fur m = 3 ihre einfachste Form,
d. h. obige Gleichung annimmmt.

Literatur: Mathematisches Experimen-
tieren mit dem PC, A. Engel, Klett 1991
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5.6 Flachenberech- "
nung: '
Sehnen-Trapez-
Verfahren

5.6.1 Aufgabe

Welches Mal3 hat die unter dem
Graphen von sin?(x) eingeschlos-
sene Flache (Bild 5.6.1)7?

" Bild 5.6.1

h(x+ax) \ N

D.®&
ni) ; dx-(h(x)+h(x+dx))
0.6t 7 2
7
047 g Die Summation einzelnen Sehnen-
/| U Trapez-Flachen ergibt eine Nahe-
g < | rung der Gesamtflache (Bild 5.6.3).
° lmhz : ! ® ° Datei Rechnen Tabelle Ordnen Grafik Z
Bild 5.6.2 C:\DATENNUIVITAB +
5 : Bogenmaf} |
Schwierig ist das Problem nur dadurch, | U1: dx = 8.3141593;
daR die Rander der Flache nicht gerad- | Y2: _
linig begrenzt sind. Wir wollen das Bezeichner:|Fliche -
Problem dadurch angehen, daR der gB :H+dx :in(x)“z Higll:l)ﬂf%dm
Flachenrand durch einen Polygonzug 7 g 0 B
genahert wird. Dann kdnnen wir mit der | 3 31415927 |9.8954915055)0. 0149997708
einfachen Trapezformel jede Teilflache | 3 |.62831854 |8.3454915116/0. 0842692222
berechnen. 4 [8.94247781 |B.6545085184|8.2413488667
5 [1.25663768 |0.9845085081|0.4862380849
In Bild 5.6.2 ist mit einem 2leckigen |6 |1.57879635 |1 B.7853981862
Poen de unton s crser || - i 8
Der Polygonzug entsteht durch eine . . .

o : 0 [2.51327416  |B.3454914675|1.4865271289
Einteilung der Strecke 2-7 in 20 |9g 17 82743343 |B.8954914783[1.555796561
gleiche Intervalle. Uber jeder Intervall- |41 [3.1415927 |2.154197E-15/1.5707963276
grenze wird der Funktionswert berech- | 12 [3.45575197 |8.8954915328/1.5857961827}
net und die so gefundenen Stitzpunkte | 13 [3.76991124 |8.3454915558|1. 6550655653
miteinander zum P0|ygonzug ver- 14 [4.084687851 |B.6545085546(1.8121452176
bunden. 15 14.39822978 |0.9845885354|2.85708358531§

16 [4.71238985 |1 2.3561945587};

. . 17 [5.82654832 |0.90845884535/2.65535408514}
Sei [x, x+dx] ein solches Intervall, dann | 195 34878759 |9. 6545084222]2. 9802438532}
erechnet sich das Sehnentrapez durch |49 |5, 65486686 |9.3454914234/3.0573234639}

2.96962613 10.895491451 |3.1265928929) ~
" w Bild 5.6.3
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5.6.2 Weitere Aufgaben

1. Eine Parabel ist durch die Funktions-
gleichung f(x) = x* gegeben. Brechne
durch die Summation von Sehnentrape-
zen die Flache zwischen x-Achse und
Parabelgraph im Bereich [0;1].

2. Ein Halbkreis mit Radius r = 1 wird

durch die  Funktion  f(x)=y1- x2
begrenzt. Berechne die Flache der

Sehnentrapeze fur 4, 8 und 100 Interval-
le! Was kann man fur die Summe der
Sehnentrapeze beobachten?
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5.7 Zahlenfolgen:
Darstellung am
Computer

5.7.1 Tabelle und n-x-Graph

Aufgabe:
Welches Verhalten zeigt die Folge
(*) X1 = 1

(*%) Xp+1 =a-Xn
fur die Wertea =1, -1, 0.9, -0.9, 1.5, -1.5?

Losung:

Zunachst macht man sich klar, was die
Vorschriften in den Zeilen (*) und (**)
bedeuten. Betrachten wir zunachst (**).
Der Wert von Xp+1 errechnet sich, indem
man den Wert von Xn mit a multipliziert.
Man konnte das auch so formulieren:
Xneu =a-Xgit. Und so kommt man von
einem Wert zum andern.

Doch wie soll man anfangen? Dafir muf3
es einen Startwert geben. Er steht im
Beispiel in Zeile (*) und ist 1.

Beispiel:
Fir a = 1.5 ergeben sich die folgenden

Zahlen: 1, 1.5, 2.25, 3.375, 5.0625,
7.59375 usw.
Darstellung der
a=1.5 Zahlenfolge:
n | x In Vivitab 14Rt sich
ﬂl a*x eine  Zahlenfolge
1 |1 sehr einfach aus-
— g rechnen (Bild
e 571) und dann
_.3_ 225 ............. auch graphisch
A% darstellen.
S |5.0625
"6 |7.59375 In der Tabelle er-
"= 11300625 kennt man die typi-
T8 |i7.0850375 | Sche  Syntax, - die
T das Rechnen in
_9 |25.62890625 Vivitab  erfordert.
10 |38.443359375: Die  Spalte  wird
M1 [57.665039062; durch den Folgen-
12 |86.497558593 Bild 5.7.1

namen X Uberschrieben. Die Vorschrift,
dafd xneu = a- Xt gerechnet werden soll,
wird als ax#x in die Zelle darunter
eingetragen. #x heildt also, ,nimm zum
Rechnen den Wert der Vorganger-
Zelle”. In der Zelle neben n = 1 steht der
Startwert. Er ist der Anker, von dem aus
alle weiteren Werte berechnet werden.

In der Graphik stehen zwei Zahlenfolgen
nebeneinander, namlich n und x. Es
bietet sich an, jeweils ein Paar neben-
einanderstehender Zahlen als Element
einer Funktionentabelle zu sehen und in

ein n-x-Koordinatensystem einzutragen.
Im folgenden sind drei verschiedene
Darstellungen der Folge gegeben: als
Saulen (Bild 5.7.2), als Treppe (Bild
5.7.3) und als Punkte im n-x-Diagramm
(Bild 5.7.4).

X

ool [Bild 5.7.2

250t
200t
1501
1001

50+

0 2 4 6 8 10 12 14 16 O

3001 Bild 5.7.3

2507

200t

1501

100t

S50t

lln
0 2 4 65 8 10 12 14 16 M
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N Bild 5.7 4 wie die Funktionenfolge gegen den
nao.7. Ursprung konvergiert.
300+ o gl XD B B
250l 0.7} Bild 5.7.6
200+ 0.61
0.5¢1
1507
0.4¢
100+
0.3¢
S01 0.24
PR n
coidéé1'o121415€1 o1
. . . . . x(k )
0.0 + + + + + +
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 &

5.7.2 Darstellung im Xw1-Xx-Graph

Beispiel:

Stelle die Folge Xneu =a-Xgmita=0.9
und Startwert 1 in der Tabelle in fol-
gender Weise dar:

n xCk ) xCk+1)

ﬁ #xCk+1) a*x (k)
'HE 0.9

g SO Bid5 75
e [T AT
e [T SN
S [ OO
S PSSR FOEOAT
T 7 |0.531441 | 0.4782969
T8 |0.4782060  i0.43046721
"9 |0.43046721 i0.387420489
710 |0.387420489 |0.3486784401
11 |0.3486784401:0.313810596 1
12 |0.3138105961:0.2824295365

Hier ist die Berechnung der Folge auf
zwei Spalten verteilt. In der Spalte
X(k+1) wird gerechnet, in der Spalte x(Kk)
wird nur der berechnete Vorgangerwert
Ubernommen. Sie wird nur fur die
graphische Darstellung bendétigt.

In diesem Diagramm (Bild 5.7.6) sind die
Tabellenwerte x(k) - x(k+1) durch einen
Treppengraphen miteinander
verbunden. Man sieht sehr anschaulich,

Aufgaben:

1. Erzeuge eine Tabelle fur die Folge
Xneu=a-Xgt+tb mit a = -0.9 und
b = 0.5. Gegen welche Zahl konvergiert
die Folge?

2. Der folgende Graph gehért zu a =-0.5
und Startwert 2 (Bild 5.7.7). Versuche
ihn zu erzeugen.

0.67

Bild 5.7.7

0.44

0.2t

0.2 0.6 1.0

3. Erzeuge eine Folge nach folgender

Vorschrift:

a) Wenn ein Folgenwert eine gerade
Zahl ist, dann rechne Xneu = Xgt/2.

b) Wenn ein Folgenwert eine ungerade
Zahl ist, dann rechne Xneu =3 - Xt +1.
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Berechne die Folge mit unterschiedli-
chen ganzzahligen Startwerten. Es gibt
ein merkwirdiges Ergebnis.

Hinweis zum Rechenterm:
y = if(#y mod 2 = 0, #y/2, 3*#y+1).
5.7.3 Folgen ohne Haufungspunkt

Wir betrachten jetzt die Folge

Xneu = Xajt * (@- Xayt)
Zunachst sollen die ersten Teile der
Folge von Hand berechnet und gezeich-
net werden (Bild 5.7.8).

Wir zeichnen dazu die lterationsfunktion

y = x*(2.9-x), eine nach unten offene
Normalparabel. Dann ermitteln  wir
graphisch den Funktionswert, der ja
neues Folgenargument werden soll. Dies
konnen wir geometrisch durch eine
Spiegelung des Funktionswertes an der
Winkelhalbierenden durchfihren. Von
dem so gefundenen neuen Punkt auf der
x-Achse ermitteln wir wieder graphisch
den Funktionswert. Diesen Graphen-
punkt verbinden wir mit dem vorherge-
henden zu einer Treppe. So entsteht
dann sukzessive die im nachsten Bild
angegebene Figur. Offensichtlich kon-
vergiert fur diesen Startwert die Folge
gegen den Schnittpunkt der Parabel mit
der Winkelhalbierenden (Bild 5.7.9).

fur das gewdhlte a = 2.9, also
Yy
U il Bild 5.7.9
a=29 Bild 5.7.8 | .ot .
3.071
9T
2.5¢
y=xX Winkelpalbierende .l
(x2) —zo%
.St
Xneu= N 0
f(xstart) f(x)=x=(a-X)
1 ot lterations-
' funktion
c 3 i r 3 i 3 x
0.5¢% ‘0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 @
0.0 — ; : X
0.0 0.5 1.0 \\5 2.0 2.5 3.0
X1= xstart=0.5
X2
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5.8 Die Intervall-
halbierung:
Ein universeller
Algorithmus

5.8.1 Bestimmung von V2 durch
Intervallhalbierung

Ausgehend von Ratezahlen ermittelt
man fir den Start ein Intervall, in dem
J2 liegen muR, z. B. [0; 2]. Es gilt dann
also

u:=0<.,2 <o0:=2.

Die weiteren Ratezahlen werden syste-
matisch errechnet:

m :=(u+0)/2
und dann mit m? > 2 getestet, ob
u<y/2 <m<ogiltoderu<ms< 2 <o.
Zai IEh:I. 15 Blld 581

h m u o d
Lol /2 ifim*m<2,m, : | ifim*m>2,m, : o—u

1 u] 2 2

2 11 1 2 1

211.5 1 1.5 0.5

4 | 1.25 1.25 1.5 0.25

5 11.375 1.375 1.5 0. 125

B ] 1.4375 1.375 1.4375 0. 0625

7] 1. 40625 1. 40625 1.4375 0.03125

2 ]1.421875 1. 40625 1.421875 0.015625

9 ] 1.4140625 1. 4140625 1.421875 T.8125000=e-3
10 1. 41796275 1. 4140625 1. 41796875 3. 9062500e-3
11 1. 416015625 | 1.4140625 1416015625 | 1.95231250=-3
12 11.4130290625 | 1.4 140625 1. 4150390625 | 9. YE56250=-4
12 1. 4145507212 1. 4140625 1.4145507212 | 4. 8828 125=-4
14 1. 4143066406 | 1.4 1405625 1.4 143066406 | 2. 44 140622-4
15 1. 4141245703 | 1. 4141245703 1. 41432066406 [ 1. 220703 1e—4

Im ersten Fall wird m die neue Ober-
grenze des Schatzintervalls, im zweiten
Fall die neue Untergrenze des Schatzin-
tervalls.

Durch dieses Verfahren entstehen die
beiden Folgen u, und o, der Intervall-
rander durch den folgenden Algorithmus

— UntOn
Mp+1 =75
Up+1 =Wwenn(m

ujq =0
Op+1 =wenn(m

01 =2
dn+1 =0n+1 - Un+l

2

h+1 <2:Mp41;Un);

2

f+1 > 2:Mp41;0n);

Dieser  Algorithmus berechnet die
gesuchte /2 beliebig genau (Bild 5.8.1).
Allerdings stdl3t man sehr rasch auf die
Grenze der Rechengenauigkeit des
Programms.

Die graphische Darstellung der Inter-
vallschachtelung zeigt das nachste Bild
(Bild 5.8.1). In Vivitab wurden
nacheinander zunachst die Obergren-
zenfolge o, und dann die Untergrenzen-

folge u, gegen die Iterationszahl i
aufgetragen.
Bild 5.8.2

2.04 —— 0 Intervallobergrenzen

1.81

1.61

1.44 V2

1.21

1.07 U Intervalluntergrenzen

0.8 — i
o2 4 6 =2 10 12 14 18
Aufgaben:

1. Fihre den Algorithmus durch, erstelle
eine Tabelle. Trage in eine Graphik
gegen die Iterationszahl n die Folgen u,
bzw. o, auf.

2. Durch jede Iteration wird die Intervall-
breite, auf die die Dezimalzahlentwick-
lung von 2 eingeschrankt wird, um die
Halfte kleiner. Entnimm der Tabelle, fir
welche lteration der Fehler fur 2

. 1 .
kleiner als 7100.000 ist.
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3. Wieviele lterationen braucht man, um
das Intervall kleiner als 10-1:000.000 4,
machen?

4. Kann Dein Rechner die Zahl/2 mit
1.000.000 Stellen hinter dem Komma
Uberhaupt im Arbeitsspeicher
darstellen?

5.8.2 Kann man den Algorithmus
Intervallhalbierung zur
Ermittlung der Nullstelle einer
Funktion brauchen?

Wir betrachten die Funktion log(x). Die
Graphik zeigt einen Ausschnitt des

1.25, die so gewahlt sind, dal’ die Null-
stelle von f(x) sicher in diesem Intervall
liegt, berechnet man die Intervallmitte

m :Lzl'zsund dann den Testwert t =

sgn(f(m)). Wenn t gleich dem Signum
der Obergrenze ist, so wird m die neue
Obergrenze, sonst die neue Unter-
grenze.

In der Notation von Vivitab ergibt sich
z. B. folgende Darstellung des Algorith-
mus in allgemeiner Formulierung mit der
Benutzerfunktion f und nebenstehend
eine Zahlentabelle fir die Naherung der
Nullstelle (Bild 5.8.4):

Funktionsgraphen im Bereich -0.6 < x <
2 und -0.6 <y < 0.6. Sie hat dort of- s 2
fensichtlich eine Nullstelle x. Aus dem ifeti=te,m | ifiti=ts,m
Graph entnimmt man, daR die vorlie- | |93 < _
gende Art von Nullstelle durch einen 0.5 1.23 Bild 5.8.4
Vorzeichenwechsel der Funktion ge- 0.875 1.25
kennzeichnet ist. o.a7rs 1. 0F25
y Mullstellenbestimmung won g 0.96873 1.0623
durch Intervallhalbierung 0. 96573 1. 013623
| 0.9921275 1.015625
0.9921375 1. 00390625
047 0.992046375 | 1.00390625
0.998046875 | 1.0009765625
0.2y 0.9995 117138 | 1. 0009765625
0.9995 117128 | 1. 000244 1406
0.0 0.9993779297 | 1. 000244 1406
J 0. 99953779297 | 1. 0000610352
0= L3 0. 9999694524 | 1. 00006 10352
Bild 5.8.3 )
-0.41 Algorithmus:
ho= 15 |
05 . e . m= {:u+:odf2
-0.6 -0.2 0.2 0.6 1.0 1.4 1.8
o ) 4= femo Bild 5.8.5
Wir definieren zunéchst t1 = sgnifimad
Il -1, wenn f(x) <0 £2 = sgnifl:udd
sgn(f(x)) =1 1, wennf(x)>0 t3 = sgnifi:oa

1
0, wennf(x) =0

Dann versuchen wir den Algorithmus In-
tervallhalbierung anzuwenden. Z. B.

ausgehend von den Startwerten 0.5 und

ifoti=t2,m, ;ud; utlr=0.3
ifot1=t2,m, :02; all12=2

Die Tabelle zeigt, daf3 die Losung des
Problems log(x) = 0 bereits nach 15
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Rechenschritten auf das Intervall u
[0.9999694824; 1.0000610352] einge- | '
schrankt ist. i 2t
5.8.3 Aufgaben i

0.27
1. Ersetze die Fuktion f(x) = Io_g(x) durch | . (N
f(x) = x*> + x -2 und berechne die Nullstel-
len dieser Funktion. Es mussen sich | %%
zwei Nullstellen errechnen lassen. ool

. . Bild 5.8.7

2. Berechne die Nullstellen der Funktion | "' 0.4 0.8 1.2

f(x) = 0.2x* - x® - 2x? + 10x. Es ergeben
sich 4 Nullstellen. Bestimme sie genau
durch Uberlegung und indem du dem

Graphen geeignete Startwerte ent-
nimmst.
=T Bild 5.8.6

s
=) — -z o z ] =) =y}

5.8.4 Anwendung auf ein anderes
Problem: Ermittlung der
Schnittstellen zweier Funk-
tionen

Scheinbar handelt es sich um ein neues
Problem: Ermittle die Schnittstelle der
Funktionen g(x) = x und h(x) = cos(x).

Das Problem x = cos(x) a3t sich nicht di-
rekt rechnen und trotzdem lberzeugt die
Graphik (Bild 5.8.8), daf? es eine Ldsung
gibt.

Die L6sungsidee ergibt sich aus der Be-
dingung g(x) = h(x) fur den Schnittpunkt
Xs. Die Differenzfunktion f(x) := g(x) - h(x)
hat den Schnittpunkt xs als Nullstelle.

Das Beispiel zeigt f(x)= cos(x) - x und
die Iteration der Intervallhalbierung zur
Ermittlung der Nullstelle (Bild 5.8.8).

|

Bild 5.8.8

Fur die Umsetzung auf einen Algo-
rithmus benutzen wir einen wesentlichen
Trick: Die benutzerdefnierte Funktion.

Man legt in einem Vereinbarungsteil
fest, dal3 die Funktion f(x) = x - cos(x)
sein soll. Mit dieser Fuktion f kann man
dann im Modellblatt arbeiten. Dadurch
ergibt sich im Vergleich zum Absatz 1
gar keine neue Modellformulierung. Nur
der Vereinbarungsteil muf3 verandert
werden.

Es konnte noch reizvoll sein, der sich
rasch  verengenden Iterationsspirale
nachzugehen. Das Bild 5.8.9 zeigt im
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Zoom einen 1—10 breiten, das Bild 5.8.10 -2 o
einen nur noch ﬁ breiten Ausschnitt 2.01
des Graphen in der Umgebung der Null- 1.54
stelle. Die folgenden beiden Graphen sl
ergeben sich, wenn man aus der Tabelle
den Funktionswert y = f(m) gegen den %37
Mittelwert m auftragt und als Graphentyp 0.0
die Treppe wahlt. -
) :
-1.0t1
0. 20+
-1.51
0. 15
s Bild 5.8.10
0. 101 w
-2.5 : : : ' '
7.30 7.32 V.34 736 V.38 E-1H
0.05+
0. oo
-0.051
-0, 107
-0, 15+
0 Bild 5.8.9
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5.9 Wurzelberechnung:
Heronverfahren

5.9.1 Problem

Die Wurzel w einer Zahl z ist die positive
reelle Zahl, deren Quadrat 2z ist.
Berechne diese Zahl!

5.9.2 LOsung: Heron-Verfahren

X sei eine geratene Zahl, deren Quadrat
nicht z ist. Also hat x einen bestimmten
Abstand d von der gesuchten Wurzel. Es
gilt also

(x+d)2=w

Durch Ausmultiplizieren ergibt sich
X2 +2dx+d2 =w

Wenn wir in der Nahe der Loésung
waren, ist d2 Kleiner als d und wir
kdnnen annehmen, dal3 wir bereits mit
x2 +2dx nahe an w herankommen.

Aus x2 +2dx =z folgt durch Umformung

_(zx%)

d="—.

Es ergibt sich damit also fur eine belie-
bige geratene Zahl x ein ungefahrer
Abstand zur gesuchten Wurzel.

Was liegt naher, als sich daraus einen
neuen, besseren Ratewert zu errechnen:

d =Xneu - Xgit =(2- X2 ) 2X g1t

alt
also
Xneu =Xt +(Z- X2)/2X g1t =
(Xait +2/Xq1t)/2

5.9.3 Beispielrechnung

Gesucht sei Wurzel von 2. Xsar S€i 5.
Dann ergibt sich

d = (2 - 25)/10 = -2.3 und damit
Schatzung fir den neuen Startwert
Xneu = Xg|t - d=5-23=27

Beispiel mit graphischer Umsetzung
(Bild 5.9.1).
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5.9.4 Fragen zum Problem

1. Funktioniert das Verfahren zur Be-
rechnung von Wurzel 2 mit beliebigen
Startwerten?

2. Berechne mit der Tabelle Wurzel aus
0.5 und stelle die Iteration graphisch dar.
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Bild 5.9.2
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6 Geometrie

6.1 Geometrie am
Bildschirm

Seitdem die Bildschirme grafikfahig
wurden, stellt sich untberhorbar der
Wunsch, das auch fur die Schule nitzen
zu konnen. Grafische Darstellungen von
Funktionen, automatisch erzeugte
Saulen- und Tortendiagramme sind weit
verbreitet, wie steht es aber mit eigenen
Zeichnungen, eigenem Konstruieren, mit
Geometrie?

6.1.1 Malprogramme

Pixelgrafik in Paint-Programmen wird
von den Schilern schon in der Unter-
stufe gern verwendet und in ganz kurzer
Zeit allein oder von Mitschtlern gelernt.
Die Vorstellung, auf der Bildschirmober-
flache zu malen, auszuschneiden,
verschieben und einzusetzen, ist offen-
bar so eingangig, daf? kaum Anleitungen
notig sind. Die verschiedenen Werkzeu-
ge, wie Pinsel oder Spraydose, Radier-
gummi, Muster und Schriften, erklaren
sich bei ihrer Verwendung von selbst.
Und notfalls kann man bei schwierigen
Partien die Pixel in passender Vergrolie-
rung einzeln setzen oder loschen, bis
man zufrieden ist. Raffiniertere
Programme  erlauben  Farbverlaufe,
Uberlagerung verschiedener Ebenen
(Layer) und beliebig gebogene und
verzerrte Schrift bis hin zu den Werkzeu-
gen von Grafikern. Das ist eine reizvolle
Einfihrung in den Gebrauch von
Computer und Maus, aber keine Geome-
trie im Sinne der Mathematik oder der
Schule.

6.1.2 Zeichenprogramme

Objektgrafik nach Art der Draw-Pro-
gramme ist schwieriger zu verstehen und

zu erlernen. Dal3 ein einmal erzeugtes
Rechteck seine definierenden Eigen-
schaften behélt, selbst wenn man seine
GroRRe und Lage andert, dal3 eine Kreis-
linie zwar eine Punktmenge ist, anderer-
seits aber durch Mittelpunkt und Radius
vollstandig bestimmt wird, entspricht
sowohl dem Prozedurgedanken mit
Eingangsparametern als auch dem
Begriff der geometrischen Figur. Das
Schwarz-Weil3 der Zeichenflache
gliedert sich gedanklich in Strukturen,
die als elementar betrachtet werden.
Statt ,Strichen” verwenden wir nun
.Linien”. Geraden, Kreise, Polygone.
Und diese Bausteine lassen sich in
jeweils anderer Gruppierung zu neuen
Figuren zusammenbauen.

kl. C!uaedrat:

p prn)
gr. Clu - 2 Rechtecke =

(ptpa)®-2p 1pe =
p12+2p petp 2 52p 1pe

(p*=p1%p2?)

Bild 6.1.1

Die Arbeit mit solchen Programmen l6st
Denkprozesse aus. Wie bei der Primfak-
torzerlegung wird ein lange bekanntes
Ding plotzlich anders gesehen, neu
verstanden, als Zusammensetzung von
Komponenten, die in wechselnden
Mischungen auftreten kdnnen.

Bild 6.1.2
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Wirkliche Geometrie ist auch das noch
nicht. Dennoch konnen mit diesen
Programmen Schiler (und Lehrer)
Zeichnungen anfertigen, die denen im
Geometriebuch vergleichbar  sind.
Geraden, Strecken, Rechtecke sind kein
Problem. Parallelen lassen sich durch
Verdoppeln erzeugen. Kreise sollte man
aul3er durch zwei Ecken des Rahmen-
quadrats auch aus Mittelpunkt und
einem Kreispunkt erzeugen konnen.
Sehr wichtig ist die Mdglichkeit, einen
Kreisbogen zu zeichnen, winschenswert
ist ein Kreis durch drei Punkte.

;o

Bild 6.1.3

Lote, Winkel und Strecken lassen sich
oft nur — ungeometrisch — naherungs-
weise finden durch die angezeigten
Langen- und WinkelmalRe. Fir Punkte
mul3 man die Kreuzchen selbst
erzeugen. Polygone, sogar Kurven,
gehoren dagegen zum ublichen Figuren-
vorrat, ebenso Pfeile und verschiedenar-
tig gestrichelte Linien.

C“;

% Bild 6.1.4

Am nutzlichsten und lehrreichsten ist es,
die erzeugten Elemente beliebig zu einer
neuen Figur zusammenzufassen, diese
Figuren wiederum als Elemente zu
verwenden, aber solche Gruppierungen
spater auch wieder aufzuldosen.

Die Moglichkeit, Figuren zu verzerren,
Polygone zu glatten, Teile im Hinter-
grund anderer Figuren zu verbergen,
Flachen mit Mustern zu fullen usw. fihrt
schon wieder mehr in Richtung Pixelgra-
fik, also weg vom geometrischen
Denken.

Dennoch: wenn auch der Begriff der
Konstruktion nur in Ansatzen zu sehen
ist, der Begriff der geometrischen Figur
und ihrer Bausteine kann sich beim
Umgang mit diesen Programmen recht
gut entwickeln. Die Arbeit mit ihnen ist
darum fur Jahrgangsstufen 5 und 6 (evtl.
noch 7) einerseits informationstechni-
sche Grundbildung, andererseits eine
gewisse Vorbereitung fur den Geome-
trieunter-richt. Der Umgang mit Zirkel
und Geodreieck darf dabei natirlich
nicht vergessen werden.

Bild 6.1.5

Vieles an den CAD-Programmen, die
technische Zeichner verwenden, ist
genau dasselbe: ein bequemes Hilfsmit-
tel, um gute Zeichnungen zu bekommen,
der Geometrie nahe, aber mehr dem
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zeichnerischen Ergebnis verpflichtet als
der Mathematik in seiner Erzeugung.

AulRerdem lassen sich brauchbare
Zeichnungen far Schulaufgaben,
Arbeitsblatter und Folien erstellen.

Selbst Germanisten, Religionslehrer und
Historiker kénnen oft mit rechteckigen
Rah- men, mit Kreisen, mit Pfeilen und
Verbindungslinien Zusammenhange
besser erklaren als mit Worten allein
(Bild 6.1.6).

GEWALT
=Manifestation von Macht Herrschaft

%%]igﬁ_' =chadigung won Menschen

—

FEESCIALE TEUTETUEELLE
Gewralt Tewalt
sttatyy ungleiche ungleiche Macht-
Macht zwnschen und Herrschafts-
Ausibenden und verhiltrisse 1n
Betroffenen Gesellachaftssyat.
Bild 6.1.6

6.1.3 Geometrieprogramme

Die  ausdrucklich  der  Geometrie
verpflichteten Programme kdnnen nach
Kriterien beurteilt werden, zum Beispiel:

6.1.3.1 Lerngebiet

Die fur den Lehrer zunachst wichtigste
Frage ist die nach dem Themenbereich.
Es gibt Spezialprogramme, die fir ein
bestimmtes Thema gedacht sind und
Allgemeinprogramme, die eigentlich im
ganzen Geometriebereich verwendet
werden konnen.

6.1.3.2 Lernaufgabe
Ein bei beiden Typen erkennbares
Merkmal ist das der Fuhrung. Eher

tutoriell gedachte Programme geben das
Unterrichtsziel vor und fuhren den

Schuler mehr oder weniger deutlich zum
erwinschten Ergebnis. Das kodnnen
Programme sein, die bestimmte Aufga-
bentypen Uben lassen, aber auch
solche, die in einer Animation, vergleich-
bar einem Trickfilm, den Konstruktions-
gang vorspielen, evtl. auch als
Demonstration des Lehrers an der
Grol3bildprojektion.

Die mehr erkundend angelegten Pro-
gramme geben das Ziel wenig oder gar
nicht vor. Sie erlauben dem Schiler, im
Umgang mit den Dingen Erfahrungen zu
sammeln, die dann abstrahierend in
Erkenntnissen zusammengefal3t werden
kénnen. Oft kbnnen diese Programme
gar keine Erfolgsmeldung geben,
sondern mussen es dem Schiler
Uberlassen, seine eigene Arbeit zu
beurteilen. Dem Experimentieren wird
viel Raum gegeben, der Mdglichkeit,
Fehler zu machen, nattrlich auch.

6.1.3.3 Sprache

Da wir in der Geometrie im Gegensatz
zur Algebra (noch?) keine standardi-
sierte Sprache haben, ist es schwierig,
eine korrekte, maschinengerechte
Syntax mit einer schilernahen Semantik
zu verbinden und dabei die Verbindung
zum Unterricht und zum Schulbuch nicht
zu verbauen. Eine Mdglichkeit ist, die
Objekte einfach wortlos mit Maus oder
Pfeiltasten auf dem Bildschirm zu zeich-
nen. Schwieriger wird es bei Interpreta-
tionen wie Strecke-Gerade oder mehrfa-
chen  Schnittpunkten. Der Ubliche
Verzicht auf eine Orientierung von
Geraden und Strecken wirkt sich hier
nachteilig aus.

Eine zweite Moglichkeit sind exakte
Konstruktionsanweisungen in der Art
einer Programmiersprache, deren
Regeln aber natirlich kein Selbstzweck
sein kbnnen. Der Lernaufwand mulf in
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sinnvoller Relation zum Gesamtunter-
richt stehen.

6.1.3.4 Benutzerfreundlichkeit

Gerade um die Lernzeit nicht dem
Programm zu widmen, sondern der
Geometrie, mul3 die Bedienung den
Schilern sehr entgegenkommen. Dazu
gehoéren etwa der Aufruf von Befehlen
sowohl dUber das Menl als auch Uber
Tasten, Eingaben mit der Maus oder
Pfeiltasten oder durch Koordinaten, eine
erlaubte Abkirzung der Befehlsworte,
ein Polymorphismus, der z. B. neben
kr(M;r) ebenso versteht kr(M;A), ein
bequemes Editieren in der Befehlsliste,
eine leichte Anderung von Beschriftun-
gen bzw. sichtbaren und unsichtbaren
Linien, sowie Online-Help und differen-
zierte Fehlermeldungen.

6.1.3.5 Aufbaumaglichkeit

Da gerade der Geometrieunterricht bei
aller Grof3zugigkeit in der Ausdrucks-
weise doch das modulare Denken sehr
fordert, weil er viele Konstruktionen im
Schatz der ,Grundkonstruktionen” sam-
melt, sollte sich ein Geometrieprogramm
ebenfalls durch Definition von Makros
bzw. durch Einsetzen von Termen, geo-
metrischen und algebraischen, erweitern
lassen (etwa kl:= kr(AB « g; rl+r2).
Soweit Abbildungen verwendet werden,
mufte man auch eigene Figuren als
Grundobjekte definieren kénnen.
Entsprechend lokalen Variablen sollte
nicht jedes Hilfsobjekt benannt werden
mussen (aber z. B. Uber einen interne
Nummer erreichbar sein).

Zur Ausbaubarkeit gehort andererseits
die Konfigurierbarkeit, die es dem Lehrer
gestattet, seinen  Schilern  ganz
bestimmte Grundkonstruktionen, Menus
und Basisfiguren zur Verfigung zu
stellen.

6.1.3.6 Leistungsfahigkeit

Grundsatzlich ist die Leistungsfahigkeit
eines Programmes an dem zu messen,
wozu es gedacht war. Je nach dem
kénnen Beschrénkungen leicht hinzu-
nehmen sein oder schmerzlich; Vielfalt
kann erfreulich sein oder verwirrend.
Ganz allgemein wére abzuwagen: die
Anpassung an verschiedene Rechner
bzw. Grafikkarten, Drucker oder Plotter,
die Einstellung eines ,Kreises” als Kreis,
der Stricharten und Farben bzw. der
Grautbne. Zu prifen ist die Brauchbar-
keit von Ausdrucken, die Darstellung am
Datendisplay und die Weiterbearbeitung
der Zeichnung in diesem oder in
anderen Programmen.

Kriterien sind die wiederholte Abrufbar-
keit von Einzelschritten, die nachtragli-
che Abanderung der Figur schrittweise
oder stufenlos, die Schnelligkeit des
Bildaufbaus, die Animation oder der
Vergleich mehrerer Figuren und der
Ubergang von der Konstruktion zum Text
oder sogar zur Begrindung. Auch die
Ein- bzw. Ausgabe von Zahlenwerten als
Koordinaten, L&ngen, Winkeln und
Flachen kann wertvoll sein. Mitgelieferte
Makros sind hilfreich, besonders wenn
sie als Muster fur eigene Entwicklungen
zur Verfugung stehen. Bei manchen
Programmen lal3t sich auch ahnen, in
welcher Richtung zukinftige Versionen
wohl bereichert werden.

6.1.4 Spezialprogramme

Die fur ein bestimmtes Thema entworfe-
nen Programme enthalten die geometri-
schen Voraussetzungen in sich; der
Benutzer wird mit ihnen nicht belastet.
Mit den vorgesehenen Objekten kann er
aber frei experimentieren. Die Pro-
gramme POLYEDER, KUGEL, ABBIL-
DEN werden in eigenen Beitrdgen kurz
beschrieben. Andere Beispiele sind:
D-SPIEGEL (G. Kiuhlewind) fur die
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Zweifachspiegelung eines Dreiecks an
parallelen oder sich schneidenden
Achsen und ,DREIECKE” (K. D. Hein)
fur Dreieckskonstruktionen aus Seiten
Winkeln und Hohen.

6.1.5 Allgemeinprogramme

Allgemeine Geometrieprogramme erwar-
ten vom Benutzer eigene Konstruktions-
arbeit. Wie mit Zirkel und Lineal bzw.
Geodreieck muf3 er aus gegebenen
Sticken die gesuchte Figur erzeugen.
Im Gegensatz zum bisherigen Geome-
trieunterricht wird aber automatisch der
Konstruktionsgang Schritt fir Schritt
gespeichert. Eine Veradnderung der
Ausgangsstticke fuhrt deshalb von selbst
zu einer entsprechenden Veranderung
der Ergebnisfigur. So lalt sich die
einmal ausgefuihrte Konstruktion experi-
mentell durchspielen. Sonderfalle,
Grenzlagen, Abhéangigkeiten, die man
friher nur im Gedankenexperiment
verfolgte, werden offen sichtbar.

Unterschiedlich sind die methodischen
Vorstellungen, was also man dem Benut-
zer erlaubt und was man von ihm fordert,

wie weit man an die Schulbuchgeometrie
anknupft und welche neuen Mdglichkei-
ten man zulaft.

.,Geometrie-Puzzler” (R. Roseeu) fir
Atari-ST bleibt verhaltnismallig eng am
herkdbmmlichen Geometrieunterricht der
Jahrgangsstufen 7 bis 9. Neben den
tblichen Grundkonstruktionen sind auch
z. B. Kreis durch 3 Punkte, Teilpunkt
einer Strecke oder Fal3kreisbogenpaar
direkt abrufbar. Bei den Abbildungen
werden Anderungen am Original oder
der Abbildung sofort sichtbar. Geometri-
sche Orter werden mit Pfeilen fir ihre
invariante  Eigenschaft  schrittweise
vorgefuhrt.

Drei PC-Programme, die neue, experi-
mentelle Zugange offnen, werden in
eigenen Beitrdgen vorgestellt: ,CABRI
Géometre” (Kap. 6.2 und 6.3), das
z. Zt. vielseitigste und brauchbarste
Programm, ferner ,GEOLOG” (Kap. 6.4)
und ,KONSTR” (Kap. 6.5).



Geometrie
Cabri Géometre

Experimentelle Mathematik
Seite 80

6.2 Cabri Géometre

6.2.1 Allgemeines

Cabri Géometre (Prof. Laborde, Univer-
sitat Grenoble, seit 1988, in C geschrie-
ben, Macintosh und MS-DOS) erlaubt
als zur Zeit bestes Programm, konstruk-
tiv und experimentell auf dem Bildschirm
ebene Geometrie zu treiben. Die weitere
Entwicklung ist noch im Gange. (Lit.
H.Schumann, Schulgeometrisches Kon-
struieren mit dem Computer, Metzler +
Teubner, Stuttgart 1991)

Cabri erlaubt mit Maus bzw. Pfeiltasten
und einfachem Menlsystem ebene
Konstruktionen direkt auf dem Bildschirm
auszufuhren. Im Gegensatz zu Zeichen-
programmen bleiben die mathemati-
schen Zusammenhange erhalten, so dal3
eine Anderung der gegebenen Stiicke
sofort eine Anderung der ganzen Figur
bewirkt. Man kann also — und das ist die
grol3e Starke von Cabri — viele der
moglichen Figuren zur selben Gesetz-
mafiigkeit sehen, ohne sie jedesmal neu
konstruieren zu mussen.

Diese (im Rahmen der Bildschirmauflo-
sung) stetige Veranderung von Figuren
bietet ganz neue didaktische Mog-
lichkeiten.

6.2.2 Konstruktion

Aus Grundobjekten Punkt, Strecke,
Gerade, Kreis, Dreieck lassen sich mit
Grundkonstruktionen wie Mittelpunkt,
Mittelsenkrechte, Lot, Parallele usw.
neue Objekte konstruieren. Die Zeich-
nung wird auf Wunsch vergroRert oder
verkleinert dargestellt. Auch an einem
Gitternetz kann man sich orientieren.
Koordinateneingabe ist nicht nétig, aber
auch nicht mdglich. Fallen mehrere
Objekte  aufeinander (,mehrdeutig”),

kann in einem kleinen Fenster das
gewulnschte ausgewahlt werden.

6.2.3 Figuren Erforschen

Eine einmal konstruierte Figur laf3t sich
durch einfaches Ziehen mit der Maus an
den Punkten (sog. Zug-Modus) in
verschiedenen Varianten darstellen.
Insbesondere lassen sich rasch Sonder-
falle und Grenzfalle erkennen und die
Fallunterscheidung fir die Normalfalle
angeben. Durch ,Bindung an” eine
Gerade oder einen Kreis laft sich die
Beweglichkeit von Punkten einschran-
ken. Solche Bindungen lassen sich auch
nachtraglich festsetzen oder wieder
aufheben.

6.2.4 Zusammenhang Erraten

Schuler versuchen bei unbekannten
Konstruktionen oft, durch Halbieren oder
Abtragen irgendwelcher Strecken und
Winkel auf Ergebnisse zu kommen, die
dem Auge richtig erscheinen. Ob die
Idee wirklich richtig ist, ist meist schwer
zu sehen, die Antwort des Lehrers ,so
geht es nicht” erweckt den Eindruck von
Macht, Uberzeugt aber kaum. Mit Cabri
lakt sich die vermutete Losung bei
geanderter Figur beobachten. Schnell
sieht man es, wenn sie falsch ist.
Scheint sie bei allen Lagen zu passen,
durfte sie wohl richtig sein, muld aber
natdrlich noch begrindet werden: das
Experiment motiviert die mathematische
Arbeit.

6.2.5 Beweisfiguren

Fur Beweise von Lehrsatzen pflegt man
— schon aus Zeitgriinden — stets nur eine
einzige Beweisfigur zu zeichnen. An ihr
erkennt und begrindet man gleiche
Strecken, kongruente Dreiecke, rechte
Winkel usw. Der Lehrer betrachtet diese
Figur als représentativ fur alle anderen,
die die Voraussetzungen ebenfalls
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erfullen wirden. Schiler sehen aber nur
diese eine Figur, glauben, der Beweis
gelte nur fur sie, und zweifeln deshalb
oft an der Beweisbedurftigkeit, wo man
es doch ,sieht” oder wenigstens
,hachmessen” kbnnte. Mit Cabri laf3t sich
die Beweisfigur unter Einhaltung der
Voraussetzungen verandern. Nun wird
sichtbar, dal3 sich z. B. die Lange zweier
Strecken andert, aber dennoch stets
beide gleich lang sind. Andert man die
Figur entgegen den Voraussetzungen,
gilt meist auch die Behauptung nicht
mehr. Die Allgemeingultigkeit eines
Beweises und die Bedeutung der
Voraussetzung werden nun auch fur die
weniger rasch abstrahierenden Schuler
deutlich.

6.2.6 Messungen

Manche Behauptungen sind mit dem
Augenmall nur schwer zu Uberprifen.
Cabri bietet die Moglichkeit, far
Strecken, Winkel und Flachen die
Mafl3zahlen in die Zeichnung einzuset-
zen. Bei Veranderung der Figur &ndern
sie sich laufend mit. So werden Vermu-
tungen widerlegt oder erhartet. Auch
Maxima oder Minima lassen sich aufspu-
ren (z. B. isoperimetrisches Problem).
Die Stellenzahl der MalRangaben kann in
den Voreinstellungen geandert werden.
Ilhre sprunghafte, atomistische Verande-
rung wird naturlich bald bemerkt und
mul3 erklart werden. Es sind also doch
nicht unendlich viele Figuren, die wir
sehen kdnnen, aber eine grol3e Anzahl.

6.2.7 Objektdarstellung

Punkte, Geraden, Kreise lassen sich
jeweils farbig, fett oder dinn darstellen
oder (als Hilfslinie) ganz ausblenden.
Die Objekte lassen sich beliebig mit
Namen (bis zu 4 Zeichen) benennen,
wobei die Namen wie die Mal3zahlen in
der Nahe des Objekts plaziert werden
kbnnen.

6.2.8 Ortslinien

Als besonderen Leckerbissen erlaubt es
Cabri, die Bewegung eines Punktes zu
verfolgen, der von einem anderen ab-
hangt. Bewegt man diesen — frei oder
auf einer bestimmten Geraden oder
einem Kreis —, so durchlauft jener eine
Bahn, die punktweise als Ortslinie auf
dem Bildschirm erscheint. Auch die
Bahnen mehrerer abhangiger Punkte
zugleich lassen sich (Umschalttaste)
darstellen. Manchmal lohnt es sich
sogar, die Bahn eines Punktes ,abhén-
gig von sich selbst” aufzuzeichnen, z. B.
wenn man zahlenméRig gleiche Um-
fangswinkel oder Abstandsverhaltnisse
abtastet.

Die Ortslinie laf3t sich in dieser Version
von Cabri nicht als eigenes Objekt
weiterverwenden; korrekte Ellipsen oder
Konstruktionen mit Hilfe von Parabeln
oder hoheren Kurven sind also nicht
maoglich. Aber sie la3t sich Punkt flr
Punkt in ihrer Entstehung und als
Gesamtkurve darstellen. Damit sind
Ortsaufgaben der Art: ,Wo bewegt sich
Punkt P, wenn ...”, die bisher der analyti-
schen Geometrie vorbehalten waren,
auch ohne Rechnung zu bewaltigen.

6.2.9 Textbeschreibung

Auf Wunsch lafRt sich eine Konstrukti-
onsbeschreibung abrufen, die alle
Konstruktionsschritte wiedergibt, wobei
die vom Benutzer verwendeten Namen
verwen- det werden. Wo der Benutzer
keine Namen gab, werden Punkte,
Geraden, Kreise durchnumeriert.

6.2.10 Riickblende

Jederzeit lalt sich der bisherige Kon-
struktionsgang auch zeichnerisch Schritt
um Schritt abrufen, wobei ein kurzer
Text jeweils angibt, was geschehen ist.
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6.2.11 Eigenschaft

Vermutungen der Art: ,Punkt liegt auf’ ,
,sind parallel” oder ,sind gleich lang”
werden vom Programm aufgrund der
Konstruktion als allgemein richtig oder
falsch beantwortet. Was nur in der
momentanen Figur richtig aussieht, wird
durch eine Kkleine Veranderung der
Zeichnung widerlegt. Auch dies kann
falsche Vermutungen widerlegen,
richtige erharten und zur Begrindung
auffordern.

6.2.12 Makros

Die zweite grof3e Starke von Cabiri ist die
Moglichkeit, jede einmal ausgefuhrte
Konstruktion als Makro, als neue Funda-
mentalkonstruktion zu definieren. Man
mufd nur auf die Ausgangsstlicke zeigen,
dann auf die gewinschten Ergebnisob-
jekte, dem Makro einen Namen geben
und evtl. einen Hilfetext vorsehen. Das
Makro wird gespeichert, kann in Zukunft
gedffnet und dann als einfaches Verfah-
ren verwendet werden. So lassen sich
selbst komplizierte Konstruktionen unter
ihrem Namen aufrufen. Zeit, Hilfslinien,
Nachdenken und Irrtimer erspart man
sich. Mit einem geeigneten Satz von
Makros gewinnt die konstruktive Geome-
trie deutlich hoheres Niveau.

6.2.13 Lernumgebung

In Cabri lassen sich Figuren abspei-
chern, die man fur die Weiterarbeit
genau so wieder 6ffnen kann. Makro-
Konstruktionen lassen sich eben- falls
zur Verfigung stellen. Umgekehrt kann
man das Menu einschrdnken auf
bestimmte Befehle und Konstruktionen.
So lalt sich eine Lernumgebung schaf-
fen, die auf einen bestimmten Wissens-
stand zugeschnitten ist und Uberfliissi-
ges vermeidet. Leider la3t sich ein
Gesamtpaket von Meni, Makros und
Figur (noch) nicht festlegen.

6.2.14Winsche

Eine Reihe von mehr oder weniger
groBen Winschen an das Programm
bleibt (zunéchst) offen. Zum kleineren
Teil betreffen sie die Menugestaltung:
Platz fir eigene Makros, Beendigung
einer Tatigkeit, Fehlermeldungen. Zum
Teil betreffen sie die Gestaltung von
Zeichnungen ,wie im Buch”, also mit
Sticken von Geraden, Kreisbogen,
gestrichelten und punktierten Linien,
Kombination mehrerer Figuren auf
einem Blatt. Zum Teil betreffen sie
Dinge, die in der Geometrie bisher nicht
geklart, sondern von Fall zu Fall aus der
Anschauung entschieden wurden:
-wahle einen beliebigen Punkt auf”, ,der”
Schnittpunkt der beiden Kreise, ,die”
Winkelhalbierende.

Zum Teil sind sie auch in der Mehrdeu-
tigkeit der bisherigen Ausdrucksweise
begriindet. So unterscheiden wir zwar 2
Punkte, Strecke, Halbgerade, Gerade,
nehmen uns aber die Freiheit, selbstver-
standlich von der Strecke zu ihrer
Verlangerung uberzugehen, ohne erst
noch einmal eigens eine Gerade ,erzeu-
gen” zu missen, wenn wir z. B. das Lot
von einer Dreiecksecke auf die Gegen-
seite fallen. Wir orientieren ublicher-
weise Geraden nicht und entscheiden im
Einzelfall, wohin eine Strecke oder ein
Winkel anzutragen ist. Hier fehlt manch-
mal noch die goldene Lésung zwischen
korrekter Umstandlichkeit und salopper
MiRRverstandlichkeit.

6.2.15Beispiele

Die Beispiele sind als kopierfahige
Arbeitsblatter (DIN A5) angelegt. Wo es
sinnvoll ist, wurden sie in eine obere und
untere Halfte aufgeteilt, wobei meistens
die obere dem Experimentieren, die
untere der Ergebnissicherung gewidmet
ist. Falls es zweckmalig erscheint, kann
der Lehrer auch schon die Figur
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vorbereiten, speichern, und sie von den
Schilern nur abrufen und bearbeiten
lassen.

6.2.15.1 Kurzanleitung

In einer DIN A5-Seite sind die wichtig-
sten Mdglichkeiten fur die MS-DOS-Ver-
sion zusammengefalit.

6.2.15.2 Entfernung von
Geradenpunkten

Geeignet zur Einfihrung in das Arbeiten
mit Cabri. Abstand d(P,qg) ist die kiirzeste
Entfernung zu einem Geradenpunkt,
also das Lot.

6.2.15.3 Winkel an Geradenkreuzung

Geeignet zur Einfihrung in das Arbeiten
mit Cabri. Nebenwinkel und Scheitelwin-
kel werden durch Ausmessen erforscht.

6.2.15.4 Winkel an Doppelkreuzung

Geeignet zur Einfuhrung in das Arbeiten
mit Cabri. Parallelitat als die Eigen-
schaft, mit einer dritten Geraden stets
gleiche Stufenwinkel zu bilden. Eigen-
schaften der Nachbarwinkel und
Wechselwinkel an parallelen Geraden.

6.2.15.5 Z-Winkel, Winkel im Dreieck

Ein Makro ,Winkelantragen”™ muf3 zur
Verfliigung stehen. Gleiche Wechselwin-
kel ergeben stets parallele Geraden. Die
Winkelsumme im Dreieck und im n-Eck.

6.2.15.6 Spiegelung (Schrift)

Mit Hilfe der Ortskurven-Erzeugung wird
aus einer Schrift die Spiegelschrift bei
Achsen-, Punkt- und drei Fallen von
Doppelspiegelung.

6.2.15.7 Spiegelung

Das Makro ,Habakopf” mufd zur Verfu-
gung stehen. Am Mannchen werden die
Eigenschaften der Achsen- und Punkt-
spiegelung  erforscht.  Verschiedene
Achsen- oder Zentrumslagen koénnen
ausprobiert werden.

6.2.15.8 Doppelspiegelung

Das Makro ,Habakopf” mufd zur Verfu-
gung stehen. Am Mannchen werden die
Eigenschaften der Doppelspiegelung an
zueinander parallelen oder sich schnei-
denden Achsen erforscht. Die Reihen-
folge der Achsen kann auch getauscht
werden.

6.2.15.9 Streckung

Die Makros ,,Habakopf” und ,Strecken P”
mussen zur Verflgung stehen. Am
Mannchen werden die Eigenschaften der
zentrischen Streckung erforscht. Die
Streckung ist dabei gegeben durch Z , A
und A" auf einer Geraden.

6.2.15.10 Beweisiuibung Lote auf sc

Die Beweisfigur wird variiert, um Gleich-
heiten oder Kongruenzen sehen zu
kbnnen.

6.2.15.11 Beweistibung (gleichseitiges
Dreieck)

Ein Makro ,gleichseitiges Dreieck” wird
erstellt und dann verwendet. Bei dem
ersten Beispiel ist die Gleichheit der
Strecken aus Symmetriegrinden sofort
einsichtig, bei dem zweiten missen erst
kongruente Dreiecke gefunden werden.
Die Variation der Figur lalt erkennen,
welche Stiicke gleich sind.

6.2.15.12 Beweistbung
(Umkreis-Viereck)

Ein beliebiges Viereck wird in vier Teil-
dreiecke zerlegt. lhre vier



Geometrie
Cabri Géometre

Experimentelle Mathematik
Seite 84

Umkreismittelpunkte bilden ein Parallelo-
gramm. Variation der Figur zeigt, daf3
dies immer stimmt, auch in Sonderfallen.
Der Beweis bestétigt das und erkennt
weitere Eigenschaften von Winkeln und
Langen.

6.2.15.13 Probieren
(Tangenten von P)

Bei der Aufgabe entwickeln Schiler
gerne Ideen, etwa Lot in der Mitte von
[PM] mit dem Kreis zu schneiden oder
ahnliches. Mit Cabri laf3t sich schnell
Uberprufen, ob diese Ideen auch bei
anderen Lagen oder GroRRen der Kreise
passen.

6.2.15.14 Probieren
(Paarweise Schenkel)

Fur Winkel, deren Schenkel paarweise
parallel bzw. senkrecht sind, gibt es
verschiedene Lagen. Rasch lassen sie
sich durchprobieren, bis man sieht, daf}
jeweils zwei Typen zu unterscheiden
sind.

6.2.15.15 Probieren (Winkel Gber AB)

Mit mehr oder weniger Geschicklichkeit
lafdt sich die Maus so bewegen, dal? der
Winkel ACB ungefahr gleich bleibt.
Zeichnet man nach einem Vorversuch
die ausprobierte Bahn als Ortslinie mit,
kann man einen Kreisbogen erraten. Die
Bewegung auf einem exakten Kreisbo-
gen bestatigt die Vermutung.

6.2.15.16 H6here Kurven
(als Ortslinien)

Eine leichte Abwandlung der zentrischen
Streckung (die Punkte Z A und A’ liegen
nicht mehr auf einer Geraden) erzeugt
aus einem Kreis abenteuerliche Bilder.
Mit dem Ortslinienverfahren laf3t sich
systematisch verfolgen, was die analyti-
sche Geometrie rechnerisch bestatigt.

6.2.15.17 Geometrische Optik

Die Konstruktion der Reflexion am
Hohlspiegel wird als Makro verwendet,
um den Verlauf mehrerer Strahlen
bequem verfolgen zu kénnen. Ahnlich ist
natirlich auch die Konstruktion des
Bildpunkts oder der gebrochenen Strah-
len an einer Linse als Makro verwendbar
(Basisobjekte etwa P, Linsenmitte,
Brennpunkt). Die Abbildung durch
mehrere Linsen lalRt sich damit ebenso
erforschen.

6.2.16 Hilfsmittel

Makros, die man Ofter brauchen kann,
sind hier kurz beschrieben, so dal} sie
relativ. rasch  eingegeben werden
konnen. Im Makrotitel sind schon die
Argumente in der richtigen Reihenfolge
aufgefiihrt, so dald ein Hilfetext eigent-
lich unndtig ist und allenfalls die Abkdir-
zungen etwas ausfihrlicher erlautern
sollte.

6.2.16.1 Einfache Makros
6.2.16.2 Makro fur Habakopf
Ein durch drei Punkte definiertes,

bewegliches Mannchen, das Kreise und
Strecken enthalt. Vor allem fir die Unter-
suchung von Abbildungen.

6.2.16.3 Inversion

Die Spiegelung am Einheitskreis laf3t
sich mit dem Strahlensatz leicht konstru-
ieren. Sie zu erforschen verlangt aber
erheblichen Zeichen- und damit Zeitauf-
wand. Mit einigen Cabri-Makros kann
man bequem experimentieren und damit
ein Geflhl fir eine Abbildung gewinnen,
die Uber die einfache Ahnlichkeit hinaus-
geht, aber in ihrer Kreistreue doch im
Rahmen der Elementargeometrie bleibt.
Die Erweiterung der Geometrie durch
Winkel zwischen Kreisen und das Bild
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des unendlich fernen Punktes gibt neue
Denkanstol3e.

Da in Cabri noch keine Kreisbdgen
verfugbar sind, wird das Bild einer
Strecke aus vier Teilstrecken zusam-
mengesetzt, was zumindest fur die
Anschauung ausreicht.

6.2.16.4 Zentrische Streckung

Fir die zentrische Streckung wird ein
Makro erstellt und auf beliebige Punkte
angewandt.

6.2.16.5 Verkettung von

Streckungen

Durch Probieren wird erforscht, ob sich
wieder eine zentrische Streckung ergibt
und welchen Faktor sie hat.
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6.3 Translation

6.3.1 Ziel

Einfihrung der Translation als Hinterein-
anderausfuhrung von zwei Achsenspie-
gelungen mit zueinander parallelen
Achsen; Abbildungsvorschrift und Eigen-
schaften der Translation (Lehrplan
Jahrgangsstufe 7).

Mit dem interaktiven Geometriepro-
gramm Cabri-Géométre, das es erlaubt,
eine Zeichnung am Bildschirm darzustel-
len und diese dynamisch mit stetigen
Ubergangen zu verandern, werden aus
einer Konfiguration, die einen Begriff,
einen Satz oder einen geometrischen
Zusammenhang reprasentiert, eine Viel-
zahl weiterer Konfigurationen erzeugt.
Dabei werden Sonderfélle mit einbe-
zogen sowie invariante Eigenschaften
der Konfiguration erkannt.

Die Schiler erhalten so Gelegenheit,
durch selbstandiges und systematisches
Experimentieren  Eigenschaften  und
Zusammenhange zu entdecken sowie
Vermutungen aufzustellen und diese
sofort zu Uberprufen.

Der ,Zugmodus” Uberwindet die Statik
Ublicher Tafel- bzw. Folienzeichnungen
und gewahrt so durch das sichtbare wie
auch geistige Beweglichmachen einer
geometrischen  Konfiguration  einen
unschéatzbaren Vorteil im Hinblick auf
das notwendige Veranschaulichen und
Einsichtigmachen.

Der Zeitbedarf bei Verwendung des
Rechners als methodisches Hilfsmittel ist
nicht groRer als bei einer ublichen
Vorgehensweise. Als Voraussetzung
sind den Schilern die Achsenspiegelung
mit deren Abbildungsvorschrift und
Eigenschaften bekannt.

Ablage Bearbeiten Erzeugen Konstruktion Uerschiedenes

B: ~TRANSLAZ.FIG &

Bild 6.3.1

a7
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6.3.2 Mdgliche Erarbeitung im

Unterricht

1. Vorgabe am Bildschirm (Bild 6.3.1):

Betrachtung der Abbildung fuihrt zur
Vermutung: zweifache Achsenspiege-
lung (evtl. schon Verschiebung?).

Auftrag:

Spiegle Dreieck ABC an der Achse
a; und anschlieRend das Bilddrei-
eck AB'C' an der Achse a..
(Hinweis: Symmetrischer Punkt aus
Meni Konstruktionen oder Makro
Dreieck an Achse spiegeln).

Durch Experimentieren mit der
Konfiguration am Bildschirm wird
die Vermutung erhértet:

- die Originalfigur  (Nase, Hut,
Hand,...) bzw. das Originaldreieck
(Eckpunkt) werden verandert;

- die Lage der Achse a; wird
verandert (,Griff” an aj);

- der Abstand d zwischen a; und a,
wird verandert (,Griff” an ay):

a) vergroliert,

b) verkleinert,

c)d =0,

d) d negativ, d. h. a, kommt
links von a; zu liegen.

Das schwarze Dreieck (links) wird
mit dem Dreieck ABC zur Deckung
gebracht und anschlieend langs
der Geraden durch C und C" auf
Dreieck A"B"C" verschoben (,Griff”
ist die auf der Geraden liegende
Dreiecksecke; Bild 6.3.3).

Ergebnis: Die Aufeinanderfolge von
zwei Achsenspiegelungen mit zu-
einander parallelen Achsen kann
durch eine Verschiebung ersetzt
werden; Der Fall 3. d) fuhrt zu der
Aussage, dall die Richtung der
Verschiebung von der Orientierung
der beiden Achsen abhangt; Begriff
des Verschiebungspfeils bzw. Ver-
schiebungsvektors als kennzeich-
nende GrolRe dieser Abbildung;
Richtung des Verschiebungspfeils;

Ablage Bearbeiten Erzeugen Konstruktion Uer schiedenes

B~ TRANSLAZ.FIG %,

Bild 6.3.2

a7
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5. Die Tatsache, dal3 das Bild bei Sinne der Allgemeingultigkeit der

dieser Abbildung erst dann
angegeben wer- den kann, die
Abbildung erst dann vollstéandig
bestimmt ist (Abbildungsvorschrift),
wenn neben der Richtung auch die
Lange des Verschiebungspfeils
gegeben ist, fihrt in Zusammen-
hang mit einer Veradnderung des
Abstandes d der beiden Spiege-
lachsen (s. 3.) zu der Vermutung,
daR3 die Lange des Verschiebungs-
pfeils = 2d ist.

Messen der Strecken (Messen aus
Meni Verschiedenes) PS, SP', P'T,
TP", AS;, S;A", A'S,, S;A", PP", AA"
und des Abstandes d von a; und a;
(Bild 6.3.2 und 6.3.3) erhartet die
Vermutung in anschaulicher Weise
und liefert zusammen mit der Abbil-
dungsvorschrift fir die Achsen-
spiegelung den Beweis der Vermu-
tung. Hier sollte auch nochmals, im

Aussage, der Fall 3. d), a; links von
a;, angesprochen werden.

Zusammenfassende Formulierung
der Ergebnisse:

- Eine Doppelachsenspiegelung
an zwei parallelen Achsen kann
durch eine Verschiebung ersetzt
werden;

- der Verschiebungspfeil steht
senkrecht auf den Achsen, seine
Lange ist gleich dem doppelten
Abstand der beiden Achsen;

- eine Verschiebung ist durch
Angabe des Verschiebungs-
vektors vollstandig festgelegt.

- Eigenschaften der Verschiebung
Zusatz: Was ergibt sich, wenn die

Reihenfolge der beiden Achsen-
spiegelungen vertauscht wird?

Ablage Bearbeiten Erzeugen Konstruktion Uerschiedenes

Ct~MATH-CABRI~BILDER~TRANSLAT.FIG w

Bild 6.3.3

a?
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6.4 Geolog

Geolog ist ein seit 1987 bei Prof.
Holland, Universitat Giel3en, entwickel-

tes Programm, dessen Zweck es ist,
eine  vom Benutzer einzutippende
Konstruktionsbeschreibung umzusetzen
in eine Zeichnung. Es ist in Turbo-Prolog
geschrieben und liegt in einer Version
fur Atari ST und einer fir MS-DOS vor.
Die weitere Entwicklung plant die Unter-
stiitzung der Schulerideen fir Konstruk-
tionen und Beweise durch eine Exper-
tensystem-Komponente. (Lit.: Gerhard
Holland, Konstruieren mit dem Compu-
ter, in: Klaus D. Graf (Hrsg.) Computer in
der Schule 3., Teubner, Stuttgart 1990)

6.4.1 Allgemeines

Geolog erlaubt, mit Funktionstasten und
Maus bzw. Pfeiltasten aus einem Meni
Befehle zu wahlen, oder die entspre-
chenden Konstruktionsanweisungen ein-
zutippen, und im Zeichenfenster Punkte
zu setzen. Die mathematischen Zusam-
menhénge sind durch den Beschrei-
bungstext und evtl. darin angegebene
Langen- und WinkelgroRen festgelegt,
so daR eine Anderung dort auch eine
Anderung der Figur bewirkt. Man kann
also — und das ist die Starke von Geolog
— viele der moglichen Figuren zur selben
Aufgabe zeichnen lassen, ohne selbst
konstruieren zu missen. Die Tatigkeit
des Schilers richtet sich sehr viel mehr
auf die logische Durchdringung der
Aufgabe als auf die zeichnerische
Darstellung.

Im Unterschied etwa zu Cabri ist Geolog
auf die strikte, Itickenlose Abfassung des
Konstruktionstextes bedacht. Zahlen und
Terme konnen deshalb in ihm so
verwendet werden, wie dies etwa in
Algebra oder den Programmiersprachen
Ublich ist.

Die gebotene Benutzeroberflache ist an
Fenstertechnik orientiert, aber an vielen
Stellen noch verwirrend und viel zu
umstandlich zu bedienen!

6.4.2 Arbeitsweise

Geolog arbeitet im wesentlichen in zwei
Fenstern, einem fur die Zeichnung und
einem fir die Eingabe der Beschreibung
bzw. fir das Meni. Es laf3t sich deshalb
im Tastatur-Modus arbeiten, wo alle
Anweisungen eingetippt werden, oder im
Menu-Modus, in dem die moglichen
Anweisungen ausgewahlt und dann mit
passenden Argumenten versehen wer-
den. Fur Versierte ist auch ein Schnell-
eingabe-Modus mdglich. Zwischen den
Modi laf3t sich wechseln.

6.4.3 Objekte

Jedes Objekt, auch Hilfslinien, muf3
einen Namen bekommen (i. a. werden
Punkte mit groRen Buchstaben, Linien
mit kleinen bezeichnet, auch lange
Namen sind mdglich); auf Wunsch
werden sie in alphabetischer Reihen-
folge automatisch vergeben. In der
Zeichnung koénnen alle Namen ausge-
blendet werden.

6.4.4 Konstruktion

Eine Konstruktionsbeschreibung besteht
aus einer Folge von Anweisungen, die
die Objekte erzeugen, z. B. flr eine
Tangente im  Kreispunkt:  k=kreis;
P=punktauf(k); M=krmp(k); f=g(M,P);
t=ortho(P,f). Durch den Namen wird ein
Objekt identifiziert und kann auch wieder
geldscht werden.

6.4.5 Basisobjekte

Bei Basisobjekten (punkt, gerade, kreis,
punktauf()) wird man aufgefordert, im
Zeichenfenster mit Maus oder Pfeiltasten
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ein vorhandenes Objekt zu identifizieren
oder neu zu erzeugen.

6.4.6 Orientierung

Da Geolog Geraden von Halbgeraden
unterscheidet, ist die Abtragung von
Strecken bzw. Winkeln in einer bestimm-
ten Richtung mdoglich, mit negativen
Angaben auch in der Gegenrichtung.

6.4.7 Termsubstitution

In den Anweisungen kann man statt der
Argumente auch Terme einsetzen, die
bei der Konstruktion ausgewertet wer-
den. Die in ihnen enthaltenen Hilfslinien
werden dann nicht sichtbar. Fur die
Kreistangente genigt z. B.
t=ortho(P,g(krmp(k),P)).

Hier kommt die Starke von Prolog zum
Ausdruck, sowie eine beabsichtigte
Strukturierung der geometrischen
Beschreibungssprache, die ganz im
Sinne des Informatikunterrichts ist.

6.4.8 Beispiel

Als Beispiel stehe hier die Anweisungs-
folge fir Inkreis:

A=punkt

B=punkt

C=punkt
M=wh(A,B,C)&wh(B,C,A)
Q=g(B,C)&ortho(M,g(B,C))
k=k(M,Q)

6.4.9 Syntaxfehler

Die Schlisselworter mussen vollstandig
und kleingeschrieben eingegeben
werden. Bei Syntaxfehlern wird einfach
die ganze Anweisung geldscht. Anwel-
sungen koénnen leider nicht editiert
werden. In der Anweisungsliste laf3t sich
auch weder umstellen noch einftigen.

6.4.10 Grossen

GrolRen von Strecken oder Winkeln
lassen sich nicht nur durch Messung
ermitteln
(z. B. r=I(E,F) oder alpha=w(u.v)),

sondern auch in Anweisungen verwen-
den zum Antragen, als Radius usw.
Auch mit ihnen sind Terme mdglich wie
2*alpha - beta. Einmal je Anweisungsli-

ste lalt sich einer Lange eine
Normgrof3e zuordnen, an der dann alle
anderen Langenangaben gemessen
werden.

6.4.11 Polygone

Strecken, Dreiecke und Polygone lassen
sich aus ihrer Punktliste mit einer Anwei-
sung zeichnen, bilden aber kein eigenes
Objekt.

6.4.12 Schnittpunkte

Die Mehrdeutigkeit von Schnittpunkten
wurde so geldst, dafd grundsatzlich g & k
und k & g verschiedene Schnittpunkte
liefern. Zwar liefert auch g & k den
zweiten Punkt, wenn der erste schon
vorher erzeugt wurde, etwas anders ist
das aber bei eingesetzten Termen, weil
deren Objekte gar nicht erzeugt werden.

6.4.13 Objektdarstellung

Punkte, Geraden, Kreise lassen sich
jeweils farbig, fett oder dinn darstellen
oder als Hilfslinie ganz ausblenden. Die
Objekte lassen sich beliebig mit Namen
(bis zu 4 Zeichen) benennen, wobei die
Namen wie auch die MalRzahlen in der
Nahe des Objekts plaziert werden.

6.4.14 Veranderung der Bilder

Ein konstruiertes und evtl. gespeichertes
Bild laRt sich verschieben, vergroliern,
verkleinern und drehen. Es laf3t sich
auch mit neuen Basisobjekten neu
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konstruieren. Nach Wahl eines Basis-
punktes laRt sich fur diesen eine
variierte Position angeben, so dal3 eine
Folge von Zeichnungen erzeugt wird.
Wurde ein Punkt an eine Linie
gebunden, kann er nur auf ihr verscho-
ben werden. Auch eine Sequenz von
Bildern ohne  zwischengeschaltetes
Loschen laf3t sich betrachten. Geometri-
sche Zusammenhéange werden daran
besonders deutlich.

6.4.15Prozeduren

Unter einer Prozedur versteht Geolog
eine vom Benutzer definierte Folge von
Anweisungen. lhr zuletzt erzeugtes
Objekt ist das Ergebnis der Prozedur.
Sie ist wie die vom System vordefinier-
ten unter einem Namen aufrufbar. Auch
ein Zahlenwert, z. B der Flacheninhalt,
kann das Ergebnis einer Prozedur sein.
Sie entspricht damit etwa einer Funktion
in Pascal. Hilfetexte fur den Anwender
oder Kommentare sind leider weder in
der Anweisungsliste noch in der Proze-
durdefinition moglich.

6.4.16 Makros

Ein Makro in Geolog kann mehrere
Ergebnisse liefern und wird mit einer

Liste von Eingangs- und Ergebnispara-
metern aufgerufen, z. B.
guadrat(A,B,C,D) fir das Quadrat aus
der Seite [AB]. Ein Makro kann auch ein
ganzes Polygon zeichnen.

6.4.17 Arbeitsumgebung

Grundsatzlich wird die gesamte Arbeits-
umgebung mit den konstruierten und
gespeicherten Bildern und den selbstde-
finierten Prozeduren und Makros in einer
Benutzerdatei gespeichert. Beim
nachsten Start wird sie automatisch
geladen, so daf} sich dieselbe Arbeitssi-
tuation wieder einstellt. Durch Umbenen-
nen lassen sich mehrere vollstandige
Arbeitsumgebungen bereithalten. Proze-
duren oder Makros aus anderen Um-
gebungen lassen sich aber nicht
einbeziehen.

6.4.18 Anleitungsblatt

Neben dem mit Geolog auf Diskette
gelieferten etwa zehnseitigen Tutorial
und den abrufbaren Hilfetexten fanden
wir fur die ersten noch recht miihsamen
Erfahrungen ein kurzes Anleitungsblatt
natzlich.
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Sichtbarkeit, Farbe, Koordinaten Rich-
6.5 Konstr

KONSTR wurde 1992 von Th. Stark,
Kaufbeuren, entworfen, um Schilern die
Moglichkeit zu geben, Bildschirm- und
Plotterzeichnungen anzufertigen, ohne
ein kompliziertes CAD-System bedienen
zu mussen.

6.5.1 Allgemeines

Unter einer sehr ansprechenden Menu-
Oberflache (Turbo Vision) &Rt sich die
Konstruktionsbeschreibung in einer der
Schulgeometrie weitgehend angepaldten
Sprache eintippen. Kontextsensitive
Hilfetexte und ausfihrliche Fehlermel-
dungen erleichtern die Arbeit. Text &3t
sich  markieren, ausschneiden und
einsetzen, suchen und ersetzen. Damit
ist das Programm zugleich eine
einleuchtende Einfihrung in Computer-
bedienung und Textbearbeitung, gerade
fur Unterklassen, die mit Texten sonst
noch nicht so viel zu tun haben wollen.

6.5.2 Arbeitsweise

Mehrere Fenster sind madglich. Sie
kbénnen verschoben, vergroRert und
verkleinert werden. Ofter gebrauchte

Befehle lassen sich auch uber Funkti-
onstasten aufrufen.

Als Objekttypen vorgesehen sind Punkt,
Strecke, Halbgerade, Gerade und Kreis.
Die Basisobjekte werden durch ihre
Koordinaten festgelegt. Achsen, ein
ganzzahliges Punktraster und ein Rand
kénnen eingezeichnet werden.

In die Konstruktionsbeschreibung wer-
den freie Kommentare und Steueranwei-
sungen Uuber Pausen, Beschriftung,
Sichtbarkeit und Farben eingestreut.
Nach der Anfertigung einer Zeichnung
l&Rt sich eine Liste aller in ihr enthalte-
nen Objekte ausgeben, die die

tung und Lange enthalt. Eine Ergebnis-
kontrolle etwa von Hausaufgaben wird
damit erleichtert.

6.5.3 Objekte

Jedes Objekt mul3 einen Namen bekom-
men, kann aber auch umbenannt
werden. Strecken, Halbgeraden und
Geraden lassen sich in einander umtypi-
sieren, als ,Anfang” dient dabei ganz
einleuchtend der beim ersten Auftreten
verwendete Anfangspunkt.

Abgeleitete Objekte erhdlt man als
Schnittpunkt, Mittelpunkt, Teilpunkt, Lot,
Mittellot, Parallele, Schenkel, Winkelhal-
bierende, Thaleskreis oder Tangente.
Auch Polygon und reguldres n-Eck
(sogar n = 3..100) sind mdglich.

Viel Gebrauch wurde vom Polymorphis-
mus gemacht. So ist z. B. fur eine
Halbgerade moglich: [A; B, [s, [g, [A; 60,
[h; 60, [-3;-2;5;1

6.5.4 Schnittpunkte

Vom verlangten Befehlsaufbau ,Schlis-
selwort Name Argumente” wird bei den
Schnittpunkten abgewichen. Hier mis-
sen die Namen ans Ende und zwar
genau so viele wie gebraucht werden.
Bei Tangenten werden sogar interne
Namen verwendet, falls es mehrere
Beruhrpunkte und Tangenten gibt.

6.5.5 Zeichnung

Die im aktuellen Fenster stehende
Beschreibung wird interpretiert und in
eine Bildschirmzeichnung umgesetzt.
Tritt ein Fehler auf oder wird die Zeich-
nung nicht mehr gewinscht, kehrt das
Programm in den Editiermodus zurlck.
Text und Zeichnung sieht man leider
nicht gleichzeitig.
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Die Zeichnung laf3t sich nach Wunsch
auch schrittweise und mit Pausen nach
bestimmten oder allen Schritten aus-
geben

Objekte wie Geraden oder Kreise lassen
sich durchgehend, gepunktet oder
gestrichelt in der gewinschten Farbe
zeichnen und mit ihrem Namen beschrif-
ten. lhre Sichtbarkeit kann in der
Konstruktionsbeschreibung sehr brauch-
bar in drei Stufen generell oder individu-
ell festgelegt werden: sichtbar, unsicht-
bar, teilweise sichtbar (in der Umgebung
ihrer Schnittpunkte).

Die Zeichnung kann auch an einen
Drucker, Plotter oder eine von anderen
Programmen verwendbare Datei ausge-
geben werden.

6.5.6 GrofRRen, Terme, Makros

GroRRen werden in KONSTR sehr einfach
und haufig verwendet, sowohl Koordina-
ten als auch Langen- und Winkelmalie.
Die Definition von Makros und die
Verwendung von Termen ist leider nicht
vorgesehen, obwohl beides bei einem
Interpreter maglich schiene. Fir Terme

sind auch die verwendeten Schliissel-
worter zu lang, die Klammer- und die
Befehlsstruktur nicht recht geeignet. Ein
Befehlsaufbau Q: Kreis M r wirde das
erleichtern, konnte auch einmal auf
explizite Namen verzichten, z. B. auch
bei Mehrfachschnittpunkten. Das Sicht-
barkeitsmerkmal koénnte dann in der
vordersten Spalte stehen.

6.5.7 Veradnderung der Bilder

Eine Veranderung der Zeichnung ist nur
moglich durch eine Anderung der
Konstruktionsbeschreibung, z. B die
Anderung der Koordinaten- oder Winkel-
angaben. Dann wird eine neue Zeich-
nung erstellt, die alte ist nicht mehr
vorhanden. Eine direkte Bewegung auf
dem Grafikschirm scheidet ohnehin aus.
Experimentieren ist mit dieser Pro-
grammversion also nicht so gut mdoglich.
Es ist einem bequemen Plotterprogramm
deutlich naher als einem Geometrie-
werkzeug. Dazu fehlt noch viel.
Umgekehrt bieten die Oberflache und
die Sprache einen relativ leichten und
fehlertoleranten Zugang zum Thema
,vom Text zur Zeichnung”.
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. Die Figuren lassen sich durch Verschie-
6.6 Abbilden ben oder durch Verschieben einzelner

Mehr als DREIECKE und TRIGONOM
bietet dieses Programm von K. D. Hein
Moglichkeiten, selbst Zusammenhange
und Gesetze experimentell zu finden,
beschrankt sich allerdings auf die
Themenkreise Achsenspiegelung (eine
oder zwei Achsen), Punktspiegelung,
Ver- schiebung, Drehung und Streckung.

6.6.1 Allgemeines

In einer sorgfaltig aufgebauten Menu-
Oberflache lassen sich mit Maus,
Cursortasten oder Einzelbuchstaben
Objekte und Befehle auswahlen oder
Werte mit + und - verandern. Hilfetexte
sind praktisch Uberall abrufbar. Die
Voreinstellung ist Uber ein Palwort
gesichert.

6.6.2 Arbeitsweise

Beliebig erstellte Figuren — und das ist
die Starke von ABBILDEN - werden
einer festgelegten Abbildung unterwor-
fen, wobei man wahlen kann, ob die
Abbildung sofort, verzégert, oder erst auf
Wunsch ausgefuhrt wird und ob ihr
Resultat zum neuen Urbild wird oder
zum Urbild dazukommt.

6.6.3 Objekte

Als  Objekttypen vorgesehen sind
Strecke und Streckenzug, Gerade,
Bogen (aus M, A, B oder A, B, O),
Dreieck, Rechteck, Parallelogramm und
Kreis. Dabei sind zur Erleichterung
Steigungswinkel bzw. Entfernungen an-
zeigbar und ein 5 mm-Raster einzu-
schalten. Gleichseitiges Dreieck sowie
Quadrat lassen sich direkt aufrufen.
Auch Winkel lassen sich zeichnen (als
ASB oder ABS).

Punkte verandern, auch teilweise
l6schen und wieder zurlckholen. In die
Figuren lassen sich Markierungspunkte
bzw. -linien eintragen, die nicht mit
abgebildet werden.

6.6.4 Abbildungen

Zwei Spiegelachsen lassen sich festle-
gen, die zweite auch wieder l6schen, der
Winkel zwischen ihnen wird angezeigt.
Es laRt sich auch ein Verschiebungsvek-
tor bestimmen, ein Spiegel- oder Dreh-
oder Streckungszentrum und die zuge-
horigen anderen Elemente. Eine einmal
festgelegte Abbildung &Rt sich aus- und
einschalten. Auf Wunsch werden die
Verbindungsstrecken von Original und
Spiegelbild als Hilfslinien gezeigt.

6.6.5 Zeichnung

Mit der Mdglichkeit, eine Figur aus
mehreren einfachen Elementen zusam-
menzusetzen, zu verandern, und als
Ganzes abzubilden, lassen sich viel
eindricklicher als mit den Ublichen
Dreiecken Vorstellungen vom Abbil-
dungsvorgang gewinnen. Gerade die
nachtragliche Ab&nderung erlaubt ein
~Spielen”, das die bestimmenden Abh&n-
gigkeiten erfahren laft.

In der Figurerzeu-
gung ist das
Programm den
Zeichenprogram-
men verwandt, bei
der Abbildung

den Geometriep-
ro- grammen.

Bild 6.6.1
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6.7 Polyeder:
Regelmalige Korper
in Rotation

POLYEDER stellt einfache Korper als
Kantenmodelle auf dem Bildschirm dar.
Die Kdorper lassen sich drehen, so dald
man gut verfolgen kann, wie sich der
Raumeindruck auf dem Bildschirm
verandert. Unsichtbare Kanten kann
man, wie manches andere, ein- und
ausblenden.

Bild 6.7.1

(MS-DOS unter GEM-Desktop, Windows
oder Macintosh, Autoren: B. Eder,
U. Freiberger.)

6.7.1 Unterstufe

Fur die Unterstufe wird man einfache
Korper, also Wirfel, quadratische Saule,
Quader, 3, 4, 6, 8seitige Prismen und
Pyramiden wéahlen, von denen die 8seiti-
gen auch ganz gut Zylinder und Kegel
vertreten konnen. Als Rotationsachsen
bietet sich jeweils eine der Koérperach-
sen an.

Die Korperrtickseiten, also die verdeck-
ten Linien, lassen sich ein- und ausblen-
den, ebenso Koordinatenachsen, In-

kugel und Umkugel. Bei der Drehung der
Korper erfahrt man unmittelbar, wie ein
Korper in zweidimensionaler Darstellung
erscheint, insbesondere in den Lagen, in
denen Kanten nur noch als Punkte und
Flachen nur noch als Strecken sichtbar
sind.

Mit eingefugten Linien, die die Ecken,
Kantenmitten oder Seitenflachen verbin-
den, lassen sich Figurenteile bei der
Drehung besonders gut verfolgen.
Deutlich wird dabei auch, dall man
selten die wahre Grol3e der entstande-
nen Vielecke sieht, meist verklrzte

Darstellungen, deren Lage raumlich
beschrieben werden mulf3.
—

Bild 6.7.2

Projiziert man die Bilder Uber ein Daten-
display an die Wand, dann laf3t sich der
Korper mit ,vorne”, ,hinten”, links”,
srechts”, ,unten” und ,oben” beschrei-
ben. Ein wirkliches Drahtmodell wird mit
der zweidimensionalen Zeichnung vergli-
chen. Das Ubt die Interpretation eines
Schragbilds und schult die Raumvor-
stellung.

Man kann aber auch die Schiler allein
oder in kleinen Gruppen selbst am
Bildschirm  experimentieren  lassen.
Neben einfachen Beschreibungsaufga-
ben, wie Ecken, Kanten, Flachen zu
zahlen und ihre Gemeinsamkeiten zu
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suchen, kann man bestimmte Téatigkeiten
verlangen, z. B. einen Wiirfel durch
geeignete Drehung auf eine Kante oder
eine Ecke zu stellen. Man kann Sichtbar-
keiten untersuchen und dazu Freihand-
zeichnungen anfertigen lassen. Schon
kleine Drehungen hin und her lassen die
raumliche Tiefe erkennen. Schiler, die
an der Tafel immer nur ein Strichgewirre
erkennen konnten, lernen rdumlich zu
sehen.

Bild 6.7.3

Eine unterhaltsame Belohnung am Ende
ist die ,Drehbahn”, die sich ergibt, wenn

sich die rotierenden Bilder alle
uberlagern.
6.7.2 Mittelstufe
Korper: :
Bild 6.7.4

In der Mittelstufe kann man zu einem
reicheren Vorrat an Kérpern Ubergehen,
insbesondere  Oktaeder, Hexaeder,
Dodekaeder und lkosaeder, ihre Eigen-
schaften beschreiben und wiederum
Umkugel, Inkugel oder Mittelkugel
einblenden. In mehreren Fenstern
lassen sich auch mehrere Korper gleich-
zeitig drehen.

Risse

In der Mittelstufe kann man aber auch
untersuchen, wie sich der Korper in
Grund-, Auf- und Kreuzril3 darstellt, die
zugleich mit dem Raumbild auf dem
Bildschirm eingeblendet werden kdnnen.
Bei der Rotation des Korpers andern
sich auch die Risse, so dal3 ihr Zusam-
menhang untereinander jederzeit
verfolgt werden kann. Hier bieten sich
wieder Aufgaben an, bei denen
bestimmte Stellungen zu erreichen sind.
Auch die eingefligten Linien zwischen
Ecken, Kantenmitten oder Seiten werden
wiedergegeben, was die Zuordnung der
Risse zum Raumbild erleichtert. Mit
ihnen laRt sich auch die Erzeugung
halbregularer Korper zeigen.

s

Bild 6.7.5

Ly

Bild 6.7.6
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% Applikation speichern. Dabei kann auch

Bild 6.7.7

Bild 6.7.8

Bild 6.7.9

Abbildungsverfahren

In der Mittelstufe kann man auch den
Einflul3 des verwendeten Abbildungsver-
fahrens studieren, indem fir denselben
Korper in derselben Lage verschiedene
von den sechs vorgesehenen Projekti-
onsarten gewahlt werden (iso-, di-, trime-
trisch, Kavalier- und Militarprojektion,
Zentralprojektion ist nicht vorgesehen).

Weiterverarbeitung

Die Bilder lassen sich drucken oder zur
Weiterverarbeitung mit einer anderen

die Arbeit mit verschiedenen Program-
men gelernt werden. Vor allem aber
lassen sich einige der vielen gesehene-
nen Eindricke festhalten und auch als
statische Bilder raumlich interpretieren.

Das Programm POLYEDER verlockt zum
Spielen, das ist eine seiner Starken. Um
es gezielt nutzbar zu machen, sollte man
Aufgaben stellen, deren Ergebnisse in
Hefteintrdgen festzuhalten sind. Zum
grafischen Reiz bewegter Bilder kommt
so die gedankliche Umsetzung in raumli-
che Konfigurationen, Hauptzweck des
Programms!
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6.8 KUGEL

KUGEL (B. Eder, U. Freiberger,

K. Stecher) soll den Unterricht in Kugel-
geometrie und Sphéarischer Trigonome-
trie dadurch erleichtern, daf’ sich Folien
und Arbeitsblatter erstellen lassen und
die Schiler entsprechende Konfiguratio-
nen auch selbst am Bildschirm produzie-
ren und aus verschiedenen Richtungen
betrachten kénnen.

Bild 6.8.1

6.8.1 Allgemeines

Das Programm wird in der GEM-Oberfla-
che aufgerufen und Uber MenUs oder
Tastenkombinationen bedient. EDV-
Kenntnisse sind nicht notig. Geographi-
sche Koordinaten sollten bekannt sein;
im allgemeinen wird man sich auf den
Erdkundeunterricht berufen kdnnen. Die
erzeugten Zeichnungen lassen sich
speichern und mit anderen GEM-Pro-
grammen  beschriften und  weiter-
bearbeiten.

6.8.2 Arbeitsweise

In eine Objektliste werden die zu zeich-
nenden Objekte eingetragen und dann in
bis zu drei Fenstern aus der jeweils
gewtnschten Richtung betrachtet.

Linien auf der Kugelrickseite erscheinen
gestrichelt, doch laRt sich bei jedem
Objekt angeben, ob der unsichtbare Teil

oder der sichtbare Teil einzuzeichnen
sind, beide oder keiner. So lafit sich die
Zeichnung ohne grof3e Veranderung der
Objektliste gestalten.

Nach Doppelklick in eine Zeile der
Objektliste erscheint eine Auswahl von
Objekten bzw. ein Dialogfenster fur die
Festlegung des Objekts. Damit und mit
Ausschneiden und Einfigen la3t sich
bequem die Objektliste bearbeiten und
umordnen. Auch andere Obijektlisten
lassen sich aus ihr zusammenstellen.

6.8.3 Objekte

Als Objekte vorgesehen sind
Kugelumri3, Koordinatensystem (bis zu
8 Langen- und 5 Breitenkreise je Halb-
kugel), Pole, Aquator, Mittelpunkt,
Kugelpunkt (mit und ohne Radius zu
ihm). Zu zwei Punkten sind Grol3kreis,
Halbkreis, kirzeste und langste Verbin-
dung mdglich. Weitere Objekte sind
Kleinkreis, Kreis zu einem Vektor,
Kugeldreieck und Polardreiecke.

Bild 6.8.2

Die in einem Dialogfenster eingegebe-
nen BestimmungsgroRen werden uber-
pruft, Fehler werden gemeldet. Namen
fur die Objekte sind im Programm
KUGEL nicht vorgesehen.
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6.8.4 Fenster

Auch die Sichtrichtungen fir die drei
Fenster werden im Dialog als geographi-
sche Koordinaten eingegeben. Sie
lassen sich stufenlos verkleinern und
verschieben. Feste Verkleinerungsstufen
erlauben zwei oder drei Bilder nebenein-
ander oder untereinander darzustellen.

6.8.5 Film

Mehrere gespeicherte Bilder lassen sich
Uber die GEM-Applikation Output der
Reihe nach zeigen, entweder auf
Tastendruck oder automatisch. Pas-
sende Bilderlisten kann man selbst
zusammenstellen.

Bild 6.8.3

6.8.6 Schulerarbeit

Mit dem Programm KUGEL kdnnen die
Schuler bereits am Anfang der Kugel-
geometrie Erfahrungen gewinnen, wie
sich Kreise als Ellipsen darstellen, wie
sie zum Kugelumri3 liegen und wie sie
sich verandern, wenn man die Sichtrich-
tung andert. Das fordert die Raumvor-
stellung, die Fahigkeit zum Skizzieren
und die Skizzen wieder raumlich zu
interpretieren. Neben der Arbeit mit der
ganzen Klasse kann man auch Einzelar-
beit, etwa zur Vorbereitung eines
Schilerreferats anbieten.

6.8.7 Lehrerarbeit

Eine Veranderung der Blickrichtung, die
einen Grol3kreis als Strecke erscheinen
lant, kann bei manchen Beispielen den

Zusammenhang der Winkel schnell
demonstrieren.
Durch die Moglichkeit, Objektlisten

abzuspeichern, lassen sich auch kompli-
ziertere Figuren vorbereiten und dann
stufenweise erzeugen. So kann mehr
geboten werden als mit einer einfache
Folie, wenngleich auch diese uber die
Druckfunktion des Programms recht
bequem zu erstellen ist.

Bild 6.8.4
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6.9 Figurengeometrie mit
Turtle-Graphik

6.9.1 Zusammenfassung

Es gibt grundsatzlich zwei unterschied-
liche Verfahren, geradlinige Figuren nu-
merisch zu bestimmen:

- Angabe der Koordinaten von Eck-
punkten, Seitenlangen und
Winkeln,

- Zeichnen der Spur der Bewegung
des Zeichenstiftes.

Die erste Methode geht von einer uber-
geordneten Sichtweise, z. B. von einem
Koordinatensystem aus, der zweite Weg
verlangt die Angabe des neuen Eck-
punktes in seiner relativen Lage zur der-
zeitigen Position. Hier sollen einige
Aspekte der Aquivalenz beider Ver-
fahren an einfachen Figuren gezeigt
werden.

In einem spateren Abschnitt soll gezeigt
werden, dal3 es Figuren gibt, die nicht
mehr durch die Angabe von Punkten
festlegbar sind, sondern nur durch die
Angabe eines Verfahrens zum Zeichnen
der Spur einer Bewegung (Fraktale
Kurven).

Die Schuler sollen hier nicht program-
mieren, sondern nur einzelne Abschnitte
in einem vorbereiteten Programmgerdist,
das z. B. das Einschalten des Grafikbild-
schirmes oder das Anlegen des Koordi-
natensystems Ubernimmt, ergénzen.

Lehrplanbezug: Regelmé&Rige Dreiecke,
Vierecke und Vielecke ab 7. Jahrgangs-
stufe.

Zeitbedarf: 2 Unterrichtsstunden.

Voraussetzungen:
einfachen Editor
oder in COMAL.

Umgang mit dem
in TURBO-PASCAL

Mathematik: Koordinatensysteme, Innen-
und Aul3enwinkelséatze, Doppelkreuzung.

Informatik: Programmcode, Compiler,
Programm, EVA-Prinzip (siehe ITB).

Programm: Turbo-Pascal und TPGraf,
Kihlewind - Befehlserweiterung zur ein-
fachen Grafikprogrammierung in Turbo-
Pascal 4.0/5.0/5.5 (Zentralstelle) oder
COMAL

Literatur

Mathematik mit Comal-Grafik, Reinhard
Mauve, Bonn 1989

Anschauliche Geometrie 1, Barth u. a. ,

Minchen 1985

TPGraf - Befehlserweiterung zur einfa-
chen Grafikprogrammierung in Turbo
Pascal, G. Kuhlewind, Zentralstelle fur
Computer im Unterricht, Augsburg 1990

6.9.2 Programmgerust

Um eigentlich Geometrie mit dem
Rechner betreiben zu kénnen, missen
verschiedene Teile, die zu einem lauffa-
higen Programm gehoren, vorbereitet
werden. Ein solches Programmgerust
kann folgendermaf3en aussehen:

PROGRAM pr ogr anmmang;

uses TPG af
{ G Kuhl ewi nd, Gymmasi um Ber ch-
t esgaden, 30.05.90 }
BEG N
{ Haupt pr ogr anm}
G afi kEi n;
Def Kart Wl t (- 0. 6, -0. 6, 14,
NOT mttig);
Raster (0.5, 0.5);
Achsen("x", "y');
got oxy((6,25); wi -

te( Taste dricken !");

warten;
G af i kAus;
END.
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Die klassische euklidische Geometrie
kommt ohne Koordniatensystem aus.
Punkte mussen am Bildschirm jedoch
durch einen Bildschirmpunkt, die Anzahl
dieser Punkte bestimmt ja auch die Dar-
stellungsgenauigkeit, dargestellt werden.
Besser als das Rechnen in Bildschirmko-
ordinaten ist die Verwendung eines Ko-
ordinatensystems (x-Achse, y-Achse, Ur-
sprung O) mit einer Zentimeterskalie-
rung.

Dies wird von der Prozedur Def Kar't -
Wl t, Raster Achsen tbernommen.

6.9.3 Turtle-Anweisungen

Set Headi ng( W nkel real ) oder
Set headi ng(Ori enti erung)

mit der Eintragung eines Winkels im Be-
reich [0°, 360° ] bzw. den Himmelsrich-
tungen Nord, Ost, Sud, West;

z. B. : Set Headi ng(45) b Turtle be-
wegt sich in Richtung der Winkelhalbie-
renden des 1. Quadranten,

Set Headi ng(Nord) P Turtle dreht

sich in Richtung Nord, entspricht
Set Headi ng( 90) .

SetPosition(x, y : real) bewegt
die Turtle zum Punkt P(x| y), z. B Set -
Position (3,1) bewegt die Turtle
zum Punkt P(3| 1) im Koordninatensy-

stem am Bildschirm.
Set PenCol or ( Far be i nteger)

setzt die Farbe der Spur mit folgender
Farbtabelle: schwarz = 0, blau = 1; griin
=2, cyan = 3, rot = 4, gelb = 14, weil3 15
PenDown - PenUp

ForWI(Di stanz : real) bzw.

Back(Di st anz real ) bewegt die
Turtle um die Distanz in den Einheiten
des Koordinatensystems vor- bzw. rick-

warts in Richtung der momentane
Turtle-Richtung

z. B. For Wi( 6)

TurnLeft ( (W nkel real); bzw.
Tur nRi ght (W nkel real)

z. B. TurnLeft (45) bewirkt eine Dre-
hung der Turtle im mathematisch posi-
tiven Sinn (gegen die Uhrzeigerbewe-
gung) um einen Winkel von 45°.

6.9.4 Geometrische Elemente mit
Turtle-Grafik

Strecke: Bei einer Geometrie, die auf
das Zeichnen von Spuren beruht, gibt es
eigentlich keine Punkte. Die Turtle be-
wegt sich zwar zu einem Punkt im Koor-
dinatensystem hinterlal3t aber erst bei
ihrer Bewegung diese Spur. Das Grun-
delement ist hier die Bewegung der
Turtle von einem Punkt um eine be-
stimmte Distanz. Die Strecke [AB] der
Lange s wird hier also festgelegt durch
die Anweisungsfolge:

Set Headi ng( Ori enti erung)

Set Post i on( ax, ay)

For Wi( s)

Beispiel 1: Zeichne die Strecke [AB] mit
A(1] 1) und B(1|6) P s=5cm.

PROGRAM St r ecke;

uses TPG af
{ G Kuhl ewi nd, Gymmasi um Ber ch-
t esgaden, 30. 05. 90}
BEG N
{ Haupt pr ogr anm}
G afi kEi n;
Def Kart Wl t (-0. 6, -0. 6, 14,
NOT mttig);
Raster (0.5, 0.5);
Achsen("x", "y');
got oxy((6,25); wi -

te( Taste dricken !");

Set Headi ng( Nor d) ;
SetPosition(1l ;1);
ForwWi(5);

wart en;
G af i kAus;
END.

Beispiel 2: Zeichne die Strecke [AB] mit
A(1] 1) und B(2| 6) b s laf3t sich nur mit
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Hilfe des Satzes von Pythagoras berech- | Uber die Summe der Aul3enwinkel

nen. Die Streckenlange muf3 also fir die
Turtle-Grafik vorher bekannt sein.

Winkel: Ein Winkel wird durch die Lage
des ersten Schenkels und durch das
Winkelmal3  bestimmit. Der erste
Schenkel wird im Koordinatensystem
durch seine Lage relativ zu den Achsen
gezeichnet.

Beispiel: Winkel (ASB) mit S(1]
A(6] 1) und Winkelmalf3 60°.

1),

Der Eintrag in das Programmgerust
lautet
(% ------- Tmmtemsom-oo-o *)
Set Position(6 ;1);
Set Headi ng( 180) ;
ForwWi(5);
Tur nRi ght (120) ;
ForwWi(5);
(* _________________________ *)

Verwendet wird hier der Nebenwinkel-
satz, denn die Turtle mufd sich um den
Winkel von 120° nach rechts drehen.
Genauso kénnte man natdirlich eine Dre-
hung nach Ilinks um den Winkel
360° - 120° = 240° ausfuhren lassen.

6.9.5 Einfache geometrische Figuren
mit Turtle-Grafik

Aufgabe: Zeichne ein gleichseitiges
Dreieck mit dem Punkt A(1] 1) und der
Seitenlange s = 6 cm.

Set Headi ng(0) ;
SetPosition(1l ;1);
For Wi( 6) ;

TurnLeft (120);

For Wi(5);

TurnLeft (120);

For Wi( 6) ;

TurnLeft (120);

(* _________________________ *)

Der bei den Drehungen uberstrichene
Winkel ist jeweils der Auf3enwinkel. Die
Turtle schaut am Ende der Bewegung
wieder in die gleiche Richtung wie am
Anfang. Hiermit |aR3t sich leicht der Satz

motivieren.

Aufgabe: Zeichne ein Dreieck ABC mit
A(1] 1), der Seite ¢ = 5 cm, b = 53,15°
und g = 90°. Versuche durch Probieren
herauszufinden wie lang die Seite b sein
muf3, dafd eine geschlossene Figur ent-
steht. Wie grol3 ist dann der Winkel a?

Hinweise: Dazu fihrt man am besten
die Drehung um den vermuteten Auf3en-
winkel aus und laRt nochmals die
Strecke ¢ zeichnen. Mit Set PenCol or
kann man vorher noch zur Verdeutli-
chung die Zeichenfarbe andern. Wenn
diese mit der vorhandenen Dreiecksseite
zusammenfallt, war deine Vermutung
wahrscheinlich richtig.

Set Headi ng(0) ;
SetPosition(1l ;1);
ForwWi(5);

TurnLeft (126. 85);
For wWi( 3) ;

TurnLeft (90);
Forwi(4);

Set PenCol or ( 14) ;
TurnLeft (143. 13);
ForwWi(5);

6.9.6 Weitere Aufgaben

1) Seitea=4cm P b=3cm.
2) Andern der WinkelgréRe b.
3) Verwendung anderer pythagoraischer
Zahlentripel als Seitenlangen.
Aufgabe: Zeichne ein Parallelogramm
ABCD mit A(1| 1) und den Seitenlangen
?:6cm,b:4cmunda:45°. )
Set Headi ng(0) ;
SetPosition (1 ; 1)
For Wi( 6) ;
TurnLeft (135);
For Wi( 4) ;
Tur nLef t (45);
For Wi( 6) ;
TurnLeft (135);
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Forwi(4); M e *
G e *) {gleichseitiges Dreieck mt
Aufgabe: Zeichne ein regelmaRiges der Seitenlange 6cm}
6-Eck mit der Seitenlange s =5 cm. seite =6
Einfihrung einer Prozedur n_eck, die ForV\D( 6)
das regelmaRige n-Eck zeichnet. Tur nLeft (120);
For WD( 6) ;
Berechnung der Innenwinkel: Innenwin- Tur nLeft (120);
I(<elgr6r3e 180 - 360/n For WD( 6) ;
Procedure n_eck(ezahl i nte- L *)
ger; seite : real); Set Headi ng( Ori enti erung);
VAR I I nt eger; wart en;
wi nkel real ; G af i kKAus:
BEG N END.
w nkel := 180 - 360/ ezahl ; v
FORi := 1 TO ezahl DO o
BEA N
ForWi(seite); .
TurnLeft (180
-w nkel ) ; ]
END
END; )
(* _________________________ *)

Aufruf der Prozedur fur das regelmal3i-
ge 6-Eck:n_eck(6,5).

6.9.7 Weitere Programme

6.9.7.1 Gleichseitiges Dreieck 1

PROGRAM G eichseitiges_

Dr ei eckl;

uses TPG af;
{G Kuihl ew nd, Gymmasi um
Ber cht esgaden, 30. 05. 90}
VAR Seite, Orientierung: real;
BEG N

G afi kEi n;

Def Kart Wl t (-0. 6, -0. 6, 14,

NOT mttig);

Raster (0.5, 0.5);

Achsen('x',"'y");

gotoxy(6,25); wite(' Taste
dricken !'");

Orientierung: =0st ;
SetPosition(1,1);
Set Headi ng( Ori enti erung);

2 4 [ 8 10 12
driicken 1 . - - - .

Bild 6.9.1

6.9.7.2 Gleichseitiges Dreieck 2

PROGRAM

A eichseitiges_Dreieck2;
uses TPG af;

{G Kuihl ew nd, Gymmasi um
Ber cht esgaden, 30. 05. 90}
VAR a , Orientierung : real;
Procedure dreieck(a:real);
{gleichseitiges Dreieck mt

der Seitenl dange a = 6¢cn

BEG N
For WX( a) ;
TurnLeft (120);
For WX( a) ;
TurnLeft (120);
For WX( a) ;

End;

BEG N

G afi KEi n;
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Def Kart Wl t (-0.6,-0.6, 14, TurnLeft (120)

NOT mttig); End;

Raster (0.5, 0.5);

Achsen('x','y"'); BEG N

gotoxy(6,25); wite(' Taste

dr icken !"); G afi KEi n;

(G *) Def Kart Wl t (-0. 6, -0. 6, 14,

Orienti erung: =0st ;
SetPosition(1,1);
Set Headi ng(Ori entierung);

drei eck(2);
Set Headi ng(Orientierung);
drei eck(3);

Set Headi ng(Orientierung);
wart en;
G af i kAus;

END.

Bild 6.9.2

6.9.7.3 Dreiecksfiguren

PROGRAM Dr ei ecksfi guren;
uses TPG af;
{G Kuihl ew nd, Gymmasi um

Ber cht esgaden, 30. 05. 90}
VAR a , Orientierung : real;
i : integer;

Procedure dreieck(a:real);
{gleichseitiges Dreieck mt
der Seitenl dange a = 6¢cn

Begi n
For W( a) ;
TurnLeft (120);
For WX( a) ;
TurnLeft (120);

For WX( a) ;

NOT mttig);
Raster (0.5, 0.5);
Achsen('x','y"');
gotoxy(6,25); wite(' Taste
dr icken !'");

Orienti erung: =0st ;
Set Position(3,1);
Set Headi ng(Ori entierung);

FORi :=1 TO 6 DO
BEG N
drei eck(3);
PenUp;
For WD( 3) ;
PenDown;
TurnLeft (60);
END,

Set Headi ng(Orientierung);
wart en;
G af i kAus;

END.

a

2 4 13 8 10 1z
Taste dricken ! - - N . .

Bild 6.9.3

6.9.7.4 Parallelogramm

PROGRAM Par al | el ogr amm
uses TPG af;

{G Kuhl ew nd, Gymmasi um
Ber cht esgaden, 30. 05. 90}

VAR a, b, Oientierung : real;
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(* __________________________ *
BEG N Procedure n_eck(ezahl :integer;
seite:real);
G afi KEi n; Var i i nt eger;
Def Kart Wl t (-0.6,-0.6, 14, w nkel real ;
NOT mttig);
Raster (0.5, 0.5); BEG N
Achsen('x','vy"'); w nkel : = 180- 360/ ezahl ;
gotoxy(6,25); wite(' Taste FOR i:=1 to ezahl do
dr icken !'"); BEG N
G *) ForWD( Seite);
Orienti erung: =0st ; TurnLeft (180
Set Position(3, 3); -w nkel)
Set Headi ng(Orientierung); END

e *) END;

{Paral | el ogramm Sei t enl ange R *)
a=6cm b=4cm al pha=45grad} | BEG N

a: =6; b:=4;

For WD( a) ; G afi KEi n;

TurnLeft (135); Def Kart Wl t (-0.6,-0.6, 14,

For WD( b) ; NOT mttig);

TurnLeft (45); Raster (0.5, 0.5);

For WD( a) ; Achsen('x','y"');

TurnLeft (135); gotoxy(6,25); wite(' Taste

For WD( b) ; dr icken !");

K o o o e e e e e e e e e e e e e e e e e e *)

Set Headi ng(Ori enti erung); G e *)
wart en; Orienti erung: =0st ;
G af i KAus; Set Position(4,1);

END. Set Headi ng(Orientierung);

(* __________________________ *)

’ n:= 6;

a .= 4

6 n_eck(n, a);

. K o o e e e e e e e e e e e e e e e e e e *)
Set Headi ng(Ori entierung);
wart en;

2 G af i kAus;

END.
———— - . - = T o ~ |Bild6.9.5
Bild 6.9.4 s

6.9.7.5 Regelmalliges
n-Eck

PROGRAM Regel mal3i ges N _Eck;
uses TPG af;
{G Kuhl ew nd, Gymmasi um
Ber cht esgaden, 30. 05. 90}
VAR a , Oientierung : real;

n : integer;
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6.10 Geometrie mit
Rechenblattern

6.10.1 Allgemeines

Geometrische  Figuren  kdnnen im
Koordinatensystem durch Angabe der
Koordinaten ihrer Punkte definiert
werden. Geometrische  Abbildungen
dieser Figuren wie Spiegelung an einer
Achse oder Drehung um einen Punkt
bestehen aus der Zuordnung von Ur- zu
Bildpunkten. Eine solche Zuordnung laf3t
sich algebraisch durch Gleichungen
zwischen den Koordinaten eines
Urpunkts und  seines  Bildpunkts
beschreiben; aus den Koordinaten der
Urpunkte werden die der Bildpunkte
berechnet.

Bei vielen Tabellenkalkulationsprogram-
men lassen sich die im Rechenblatt
ermittelten  Zahlenwerte in  einem
Diagramm graphisch darstellen. Bei
einer Anderung der Zahlenwerte wird
dann automatisch die entsprechende
Anderung des zugehorigen Diagramms
ausgefuhrt. Diese Koppelung von
algebraischer und graphischer Darstel-
lung lalt sich auch bei geometrischen
Abbildungen methodisch glnstig nutzen.
In einem Rechenblatt werden die Koordi-
naten der Urpunkte eingegeben und
daraus die Bildpunkte errechnet; aus
beiden Punktmengen ergeben sich dann
im Koordinatensystem die entsprechen-
den Figuren als Streckenzug.

In einem solchen Rechenblatt kénnen
nun die Eingabedaten in weiten Grenzen
variiert werden. Da das gesamte
Rechenblatt und die Zeichnung jeweils
automatisch aktualisiert wird, ist die
Auswirkung von Anderungen der Urfigur
auf die Bildfigur sofort sichtbar. Entspre-
chend konnen Abbildungsparameter
variiert und ihre geometrische Auswir-
kung beobachtet werden. So kodnnen
ganze Klassen von Figuren wesentlich

schneller untersucht werden, als dies
z. B. mit manueller Kreidezeichnung
oder fertigen Zeichnungen auf Folien
moglich ist. Dies verschafft einen
anschaulichen Uberblick tber Eigen-
schaften der Abbildung. Insbesondere
kbnnen auch Spezialfalle untersucht
werden.

6.10.2 Erstellen des Rechenblatts

Zur Durchfiihrung der Abbildung eignen
sich verschiedene Tabellenkalkulations-
programme, z. B. MS-Works (fur DOS
sowie fir Windows), QuattroPro, Excel,
aber auch Vivitab bzw. Mathelab. Im
folgenden soll die Achsenspiegelung
eines Dreiecks an einer Ursprungsgera-
den mit dem integrierten Paket
MS-Works (fur DOS) exemplarisch ge-
zeigt werden.

Beim Entwurf des Rechenblatts muf3
eine  Anordnung der Koordinaten
gewahlt werden, die dann im Diagramm
eine Zusammenfassung zu einer Figur
erlaubt. Die x- bzw. y-Koordinaten der
Urpunkte werden dazu in zwei senkrech-
ten Spalten nebeneinandergestellt. Um
den Streckenzug zu einer Figur
(Dreieck) zu schlie3en, miussen die
Koordinaten des Anfangspunkts am
Ende wiederholt werden. Die Koordina-
ten der Bildpunkte folgen in den gleichen
Spalten, allerdings jeweils als Ergebnis
der Abbildungsformel. Da die Module
Diagrammerstellung i. a. zwar mehrere
y-Datenreihen, aber nur eine x-Daten-
reihe kennen, missen die x-Koordinaten
aller Punkte in einer Spalte stehen. Um
den Streckenzug zwischen Ur- und Bild-
figur zu unterbrechen, muf3 mindestens
eine Leerzeile eingeschoben sein.
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6.10.3 Rechenblatt mit Ansicht der tSL;\I£)2/B$be é?)z*glitc

Daten a) *yB)
Spi egel ung eines Dreiecks an C | (=COs(2*$ |
ei ner Ursprungsger aden ' | beta)*xC+

| | | | SI N( 2* $be =S| N( 2* $b
G ei chung der Spi egel achse ta)*yC eta) *xC-C

ly =11 [ x| | | OS( 2* $het
St ei gungswi nkel der Geraden a)*yQ

3: 45 | ° ( 0, |) Al(=Z(-3)S |
8 ' =Z(-3)9)

Ur dr ei eck
A |( -4 11 [0 |) 6.10.5 Definition des Diagramms
B ( 1 11 12 )
C ( -1 [ 4 ) Zur Darstellung der Figuren ist die
A ( -4 ] 0 ) Diagrammart  Punktdiagramm  (bzw.
Bi | ddr ei eck xy-Diagramm bei Quattro Pro) zu
A ( 0 | -4 1) wahlen. Nur so werden die Punkte in
B' ( 2 1 ) einem zweidimensionalen Koordinaten-
C ( 4 -1 1) system lagerichtig gezeichnet.
A ( 0 -4 )

6.10.4 Rechenblatt mit Ansicht der
Formeln

Spi egel ung ei nes Drei ecks an

ei ner U sprungsger aden
| ||
G ei chung der Spi egel achse
Ly = (1] x
St ei gungswi nkel der Geraden
3 ° | (=ARCTAN(
$m)
=ARCTAN( $
m/Pl()*1
80
Ur dr el eck
Al( -5 | 1 )
B|( 1 | 2 )
Ci( -1 | 4 )
A ( =%$xA | =$yA )
Bi | ddr ei eck
A | (=CO5(2*% |
" | beta) *xA+
SI N( 2* $be =SI N( 2* $b
ta)*yA eta)*xA-C
OS( 2* $bet
a)*yA)
B | (=COS(2*$ |
" | beta)*xB+
=SI N( 2* $b

Die Skalierung der Achsen sollte
manuell erfolgen, damit das Verhaltnis
der Achsen richtig bestimmt und eine
Verzerrung der Figuren vermieden wird.
Damit sind die Wertebereiche fur die
Punkte festgelegt. Beschriftung der
Punkte und des Koordinatensystems und
evtl. farbige Kennzeichnung der Strek-
ken vervollstandigen die Darstellung.
Hilfspunkte oder -linien (z. B. Spiegel-
achse oder Drehpunkt) kbnnen entspre-
chend eingebunden werden. Bei der
Definition weiterer y-Datenreihen ist zu
beachten, daf3 auch diese sich auf die
schon festgelegte x-Datenreihe
beziehen.

Spiegelung an einer Ursprungsgeraden |
C

Bild 6.10.1

e
B s
Z,0 s
v
v

-4,0 -
-6,0 -4, -Z,0 9,0 2,0 4,0 6,0
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Analog lassen sich Rechenblatter fur
andere Abbildungen wie Spiegelung an
beliebigen Achsen, Drehung, Parallel-
verschiebung, Punktspiegelung, Zentri-
sche Streckung, Scherung oder affine
Abbildungen erstellen. Auch kdnnen in
einem entsprechenden  Rechenblatt
mehrere  nacheinander ausgeflhrte
Abbildungen berechnet werden. Manche
Programme ermoglichen es, Rechenblat-
ter fur einzelne Abbildungen zu verknip-
fen und auf diese Weise Abbildungen
(evtl. in unterschiedlicher Reihenfolge)
hintereinander auszufiihren. Selbstver-
standlich kdénnen auch komplexere
Figuren abgebildet werden, die aller-
dings als Streckenziige zwischen
endlich vielen Punkten dargestellt sein
mussen.

Zentrische Streckung
Drehung um den Ursprung

Bild 6.10.2

-4,0
-4,0

2,0

6.10.6 Methodische und didaktische
Aspekte

Im Unterricht eignen sich solche
Rechenblatter zur Demonstration durch
den Lehrer (JgSt. 7, RS; JgSt. 9, Gymn),
besonders aber fir die Hand des
Schulers. Beim Einsatz fertiger Rechen-
blatter sollten diese gegen Eingabe
geschitzt sein - ausgenommen die
vorgesehenen Eingabefelder. Verfligen
die Schiler Uber Kenntnisse der Abbil-
dungsgleichungen  (sowie  gewisse
Fertigkeit im Umgang mit dem Tabellen-
kalkulationsprogramm), so kodnnen die
Rechenblatter im Unterricht erstellt oder
abgeandert werden (JgSt. 10, RS).

Um z. B. die Untersuchung von Abbil-
dungen zu unterstitzen, werden die
Eingabedaten fur die Urpunkte sowie
Abbildungsparameter variiert - im vorlie-
genden Beispiel die Steigung der
Spiegelachse. Dabei ist es besonders
gunstig, wenn Rechenblatt und zuge-
horige Zeichnung gleichzeitig (in zwei
Fenstern) am Bildschirm sichtbar sind.
Dies ist z. B. mit Windows-Produkten wie
Works fur Windows oder Excel maglich.

Systematisches Variieren kann durch
Eingabe ausgewahlter Werte oder durch
automatische Abfolge einer Serie von
Werten erfolgen. Hierzu wird in das Feld
fur den Parameter glnstigerweise eine
Formel mit Bezug auf sich selbst
geschrieben, z. B:. in die Zelle mit dem
Namen m (fir Steigung) die Formel
=$m+1. Dadurch wird bei jedem neuen
Durchrechnen des Rechenblatts (mit
[F9]) der Wert fir m um 1 erhoht. Dieses
Inkrement kann statt in der Formel auch
in einer weiteren Zelle stehen, auf die
sich die Formel dann beziehen muf3, und
kann dort gedndert werden. So kann
durch die filmartige Abfolge der Einzel-
bilder ein dynamischer Effekt erzielt
werden, der die Anschauung in beson-
derem Mal3e unterstutzt.

Fur eine systematische Untersuchung
eignen sich u. a. Themen wie Annahe-
rung von Punkten an Fixpunkte oder Fix-
geraden, Untersuchung von Figuren auf
Symmetrie bzw. Kongruenz oder Ahn-
lichkeit, Aquivalenz von verkniipften Ab-
bildungen, Einbeschreibungsaufgaben.

Scherung
Bild 6.10.3

x—Achse als Scherungsachse

5,00

c’ [

4,00

3,00

Z,00

N N

3D N
w iy

y

-2,00 N )
-5,00 -4,00 -3,00 -2,00 -1,00

—6,00

Wy
—7,00 -6,00 0,00 1,0
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6.11 Kugelvolumen und
Pyramidenvolumen

6.11.1 Ziel

Durch eine &aquidistante Teilung des
Kugelradius in n Teile (nl IN) wird eine
Kugel bzw. eine Halbkugel in n Schich-
ten in Form zylindrischer Kreisscheiben
zerlegt. Durch die Summe der Volumina
dieser umbeschriebenen bzw. einbe-
schriebenen zylindrischen Kreisscheiben
wird das Volumen der Kugel (Halbkugel)
von oben bzw. von unten angenahert.
Durch diese Methode soll ein geschlos-
sener Ausdruck fur das Kugelvolumen
erhalten werden:

4 3
VKugel = 37f

Lehrplan: Jahrgangsstufe 9 (WPfFGr |,
RS)

Voraussetzungen: Satz des Pythagoras
Zeitbedarf: 2 Unterrichtsstunden

Die Methode, das Kugelvolumen mit
Hilfe des Cavalierischen Prinzips uber
(die vorher erarbeiteten) Volumina von
Kreiskegel und Zylinder herzuleiten, ist
ohne Zweifel sehr elegant. Nachteilig ist,
dafld Schiler wohl von sich aus nicht auf
diesen Weg kommen werden.

Das Verfahren, das Kugelvolumen mit
Hilfe des Rechners uber die um- und
einbeschriebenen zylindrischen Kreis-
scheiben zu bestimmen, wird Schilern
moglicherweise einfacher und durchsich-
tiger erscheinen, weil die erforderlichen
Uberlegungen von Anfang an genau an
dem Korper angestellt werden, dessen
Volumen auch ermittelt werden soll.
Dazu scheint es sinnvoll, den ge-
krimmten UmriR der Kugel zur nahe-
rungsweisen Berechnung des Volumens
durch geradlinige Elemente darzustellen.
Dazu bietet sich eine Schichtung mit
zylindrischen Kreisscheiben an, durch
die das Volumen der (Halb-) Kugel von
auf3en bzw. von innen mit zunehmender

Anzahl der (&quidistanten) Teilungen
immer besser angenahert wird.

AulRerdem bekommt man ein richtiges
Gefuhl dafir, dal3 der so gewonnene
Naherungswert um so besser wird, je
groBRer man die Anzahl der aquidi-
stanten Teilungen wéahlt, und dal3 man
den exakten Wert erhalt, wenn man
(theoretisch) die Anzahl der Teilungen
gegen unendlich gehen laft.

Daruberhinaus ist es durchaus sinnvall,
sich auch in der Realschule (S I) an
einigen ausgewahlten und dafir geeig-
neten Stellen mit Naherungsverfahren
auseinanderzusetzen. Derartige raffi-
nierte” Methoden, ein Problem in den
Griff zu bekommen, sind faszinierend
und aus diesem Grund auch aul3er-
ordentlich motivierend. Daneben spielt
die exemplarische Behandlung und Ein-
sicht in Naherungsverfahren unter Ver-
wendung des Rechners als methodi-
sches Hilfsmittel im Mathematikunter-
richt zunehmend eine bedeutsame Rolle.

Hat man einige Zeit vorher im Unterricht
die naherungsweise Bestimmung der
Kreiszahl p mit der analogen Methode
LAnnaherung der Viertel-Kreisflache
durch um- bzw. einbeschriebene aqui-
distante Rechtecksstreifen” durchge-
fuhrt, so ist der Boden schon bereitet
und es werden sich, aul’er dal3 die
Uberlegungen jetzt  dreidimensional
gedacht werden mussen, keine grof3eren
Probleme ergeben.

6.11.2 Mogliche Erarbeitung im
Unterricht

a) Behandlung fur umbeschriebene
zylindrische Kreisscheiben; Erar-
beitung der Summenformel fur den
Falln=5:

Mit Hilfe von Skizzen werden er-
arbeitet:

- Eine aquidistante Teilung des
Radius ist sinnvoll



Zentralstelle fir Computer im Unterricht
Seite 110

Kugelvolumen und Pyramidenvolumen

- Kugelvolumen =2 « Summe der

b)

d)

Volumina aller Kreisscheiben
gleiche Hohe h =r/n (= r:5) der
Kreiszylinder

Abhangigkeit des Radius R;

(i:=0; ...; n-1) von der Nummer i der
Kreisscheibe

Summenformel:

Vikugel = 2[Rgzh +R%zh + ... +R3zh]

o I 02 12
Vicugel =257 (1- 5 )+(1- &5 )

)

02+12+22+32+42
- 23

Viugel = 2nr3[1

Bestimmung des Bruchterms und
des Kugelvolumens fur diesen Fall
(n=05).

Erarbeitung der Tatsache, dal3 das
Kugelvolumen um so genauer ange-
nahert wird, je grol3er die Anzahl der
(umbeschriebenen) zylindrischen
Kreisscheiben gewahlt wird.

Eventuell Unterstitzung der An-
schauung durch zusatzliche Zeich-
nungen oder durch ein Programm,
welches diese ,bessere” Anndherung
fur zunehmendes n graphisch zeigt
(z. B. Programm: Pyramide, Kugel).

Ubergang vom speziellen Falln =5
zum allgemeinen Fall: Erarbeitung
der fur die Summenformel erforderli-
chen Anderungen. Hier wird es
angebracht sein, durch Zwischen-
schaltung weiterer spezieller Falle
(z.B.n=6;n=10; n=...) den allge-
meinen Fall behutsam anzusteuern.

Erkenntnis:
Letzter Summand ¥%® (n-1)?
Nenner ¥2® nd
Allgemeiner Fall:
VKugel,um * ,
24124924722 )
23] 1 - 04+1<+2 +33+...+(n 1)
n
Problem: Aufsummieren der (unend-

lich) vielen Summanden im Zahler

T

f)

des Bruchterms bzw. Berechnung
des Klammerterms.

Rechner als Hilfsmittel

1.) Erarbeitung des Algorithmus oder
2.) Einsatz eines Werkzeugs, z. B.
derive, Vivitab, ....

Berechnung des Klammerterms flr
n 10; 100; 200; 500; 1000;
10000;.... Fur wachsendes n strebt
der Klammerterm gegen den Wert

3

Es werden die gleichen Uberle-
gungen fur den Fall einbeschrie-
bener zylindrischer Kreisscheiben
durchgefihrt.

Erarbeitung der Summenformel fur

diesen Fall:

VKugel,um - ,

2,492,922 )
ng[l_ 1242243 +3...+(n 1)°
n

Erkenntnis: Fir alle n gilt

Vkugel,ein <Vkugel <VKugel,um

1
n

VKugel,um - VKugel,ein = %
Dieses Verfahren stellt eine Intervall-
schachtelung fir das Kugelvolumen
dar und liefert fur ein Uber alle
Grenzen wachsendes n das Kugel-
volumen.

Berechnung der beiden Klammer-
terme - ,
1. Sl g
[1 12422432+, +(n- 1) ;]
- 3 .
fur wachsendes n mit Hilfe
a) eines im Unterricht erarbeiteten
Algorithmus, wobei das Programm
den Schilern zur Verfigung gestellt
werden kann,
b) eines Werkzeugs, z. B. derive,

Vivitab.
Intervallschachtelung fur die Zahl %

Zusammenfassung: Kugelvolumen

wIN
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Zusatzinformation: Fir die Summe der
Quadratzahlen von 1 bis n gilt bekannt-
lich der geschlossene Ausdruck

n-1
z i2=1(n- Hn(2n- 1).

(Beweis durch vollstandige Induktion)

oo n3 ~ 3
Angendhertes Kugelvolumen Viygeiu
(umbeschriebene zylindrische Kreis-
scheiben) fir

n=>5:
_ o 3[4 0%2+12+22+432442
n==6:

Seite 111
n = 10: 2,12.02.72 2
V10=2nr3[1- s ]
Nk 3 02+12422+43%+..+(k-1)?
Vy = 27r [1- k3 ]
Erkenntnis:

02+12+22+32+...+(n- 1)? ]

rem Qui ck- BASI C
cls
print "Anzahl Teilungen

let n = 10
while n <= 1000000
let summe# = 0
for zaehler = 0 to n-1

next zaehl er

let n = n*10

Programm zur Bestimmung der Klammerterme T,(n) und Te(n):

n";tab(20);"Tu(n)";tab(40);"Te(n)";tab(60); "D fferenz"

| et summe# = sumre# + zaehl er *zaehl er

let klanmerl1l# = 1 - (summe# / (n*n*n))
let klanmer2# = 1 - (sume# / (n*n*n)) - (1/n)
print n;tab(20);kl ammer 1#; t ab(40) ; kl ammer 2#; t ab(60); 1/ n

—_ N

wend
end Bild 6.11.1
Intervallschachtelung mit Programm derive
n-1 n-1
T i2 T2
n Tum) = 1- 9 Te() = 1-5 - &
10 0,715 0,615
100 0,67165 0,661650
1.000 0,6671665 0,66616649 Bild 6.11.2
10 000 0,66671666 0,66661666
100 000 0,66667166 0,66666166
1 000 000 0,66666716 0,66666666
10 000 000 0,66666671 0,66666666
100 000 000 0,66666667 0,66666666
1 000 000 000 0,66666666 0,66666666
1015 0,666666666666667166 0,666666666666666666
1018 %,666666666666666667 %,666666666666666666
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Ra Bild 6.11.3
- Ro
R; © _r %— ;ﬁ
R, m
r i-h R ; 3.
. RG= 12 (3hY

6.11.3 Naherung fur das Kugelvol
men Uber einbeschriebene
zylindrische Kreisscheiben
(Bild 6.11.3)

u_

6.11.4 N&herung fur das

Kugelvolumen tber
umbeschriebene zylindrische
Kreisscheiben (Bild 6.11.4)

Anzahl der Kreisscheiben (-zylinder): n

Radius der i-ten Kreisscheibe:

Rj mitivon 1 bisn

RZ =r2- (i-h)?

RE=r?- (i-m)?
iZ

RZ=r2.(1- )

Anzahl der Kreisscheiben (-zylinder): n

Radius der i-ten Kreisscheibe:

R;j mitivon 0 bis n-1

RZ =r2- (i-h)?

Rf =r?- (i- )
iZ

Rf=r2-(1- 1)

Da der Radius R; der i-ten Kreisscheibe

n-1
. . ; . Y =2. ¥ n-R?-h
fur i = n Null wird, geniigt es, i von 1 bis a,Kugel iz "

n-1 laufen zu lassen. v ) r3 n-Zl(1 2 )
n-1 =27 - [ -
1 I:

Va,Kugel =2.7-r3,

3 n-1 i2
V: =2.7- r. > (1- 1=
i,Kugel n i:l( nZ) 02412422432+, +(n-1)2

11 -
- 3 n3
ViKugel =271
12422432+, +(n-1)2 1
} — -1
Bild 6.11.3
Ry :
_ Rg h=r
r i.h R‘ . 3h
T _ 2 n
RU: r Ré_ r-@ h)z
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6.11.5 Volumen der Pyramide
Ziel: V= % -G -hdurch Iteration

Beispiel
n=45
i

_ 1
Vo=G-h - 3

Analog ergibt sich:

_2.p. 2002
Ve—ao'h'igl n3 ’

wobei die Summe fur wachsendes n
(n® ¥) gegen % strebt. Es ist

Ve < Vpyramide < Vu
fur jedes n T IN. AuRerdem erkennt
man, dal3

Vu- Ve :%, d. h. Vu- Ve eine
Nullfolge, [Ve,Vu] somit eine Inter-
vallschachtelung fur Vpyramige dar-
stellt.
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6.12 Geometrische Extrem-
wertaufgaben

Problemstellungen, bei denen ein mathe-
matischer Sachverhalt von verschie-
denen Seiten her untersucht werden kann,
erweisen sich als besonders wertvoll im
Hinblick auf das Erkennen von Strukturen
und Zusammenhangen wie auch im Hin-
blick auf das Erarbeiten von L&sungs-
strategien. Ist es dabei zudem mdoglich,
das Problem in verschiedenen Jahrgangs-
stufen jeweils unter dem Aspekt unter-
schiedlicher Inhalte und Zielsetzungen zu
betrachten, wobei die Ergebnisse der
vorangegangenen Jahrgangsstufen dann
sinnvoll integriert und erweitert werden
kénnen, so bekommen derartige Aufga-
benstellungen eine besondere Bedeu-
tung unter dem Blickwinkel mathe-
matischer Methoden und Denkweisen. Ein
zusatzlicher Anreiz kann sich noch
dadurch ergeben, dal3 durch eine experi-
mentell orientierte Vorgehensweise dem
Schiler Gelegenheit gegeben  wird,
selbstandig und durch zielgerichtetes
Probieren zu mathematischen Erkenntnis-
sen zu gelangen.

6.12.1 Die Aufgabenstellung

Zwei Orte P und Q liegen auf derselben
Seite einer geradlinig verlaufenden Bahn-
linie. Die Lote von P und Q auf die Bahnli-
nie haben die Langen 3 (km) und 5 (km),
die Entfernung der LotfuBpunkte betragt
8 (km). Zwischen den Lotful3punkten soll
ein  gemeinsamer Bahnhof errichtet
werden, der mit den Orten P und Q durch
geradlinige Zufahrtsstralen verbunden
werden soll. Aus Kostengriinden soll die
Gesamtstrecke mdglichst klein werden
(Bild 6.12.1; Turboplot).

a) An welcher Stelle muf3 der Bahnhof
errichtet werden, damit die Gesamt-
strecke minimal wird?

b) Wie lang ist diese minimale
strecke?

Gesamt-

| Bild 6.12.1

Mogliche Behandlung dieses Problems
im Unterricht

Jahrgangsstufe 7

Lehrplanbezug: Achsenspiegelung

Zeitbedarf: 1 Unterrichtsstunde
Losung: Konstruktive Losung
Ein experimentelles Vorgehen durch

dynamisches Verandern der Konfiguration
am Bildschirm mit Hilfe eines interaktiven
Graphik-Werkzeugs (CABRI) fiihrt zu den
Einsichten, die eine konstruktive LAsung
initiieren.

Man bildet die der Aufgabenstellung
entsprechende Skizze im Rechner ab,
errichtet in B das Lot, dessen Lange die
Streckensumme s = s; + S, reprasentiert,
und verandert die Lage von B konti-
nuierlich.

Dabei konnen Uber den Meniupunkt
.Messen” die Langen der Strecken [PB],
[@B] und [BS] eingetragen und deren
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Veranderung bei einer Lageanderung von y ;
B beobachtet werden (Bild 6.12.2, Cabri Bild 6.12.2

Geomeétre). =

Lalt man sich zusatzlich mit Hilfe des
Werkzeugs ,Geometrische Ortslinie” die
Ortslinie des Endpunktes S bei der
Bewegung des Punktes S zeichnen, so
erkennt man, daR es ein Minimum fir s
gibt, welchen Wert smin (ungefahr) hat und
fur welche Lage von B sich dieses
Minimum ergibt (Bild 6.12.3, Cabri
\ 11,73 ¢m
Geomeétre).
Ein experimentelles Vorgehen mit Variie-
ren der ,Bahnhofslage” ist hierbei beson- P
ders eindrucksvoll und lehrreich, weil so
einerseits vorschnelle AuBerungen (,in A 2,0
der Mitte zwischen den Lotfu3punkten”, !
.,naher bei Q, weil Q von der Bahnlinie
weiter entfernt ist als P”) durch eigenes
Probieren nachhaltig und einsichtig wider- 8,00 cm B
legt werden, und weil andererseits

anschaulich erkannt wird, da3 eine ¥
minimale Streckensumme existiert. \\

Sieht der Schiler die ,Symmetrie in der 3
Figur” nicht, so kann der Weg zu einer
konstruktiven LOsung motiviert werden
durch die Frage, ob sich an der Problem-
situation grundsatzlich etwas &ndern
wurde, wenn der Ort P (oder Q) in der
gleichen Entfernung auf der anderen Seite
der Bahnlinie liegen wirde.

ﬁ,lill:l Cm s 2

Ein anderer Zugang bietet sich an, indem 11,32¢cm

man die Frage erortert, wo sich der Ort P
bei einer bestimmten Lage von B und
gleicher Entfernung PB befinden kénnte. P
Zeichnet man fur verschiedene Lagen von
B die Kreise um B mit Radius PB, so sieht 6,91 e
man, daf3 sich diese in einem zu P bezig- 3,00 cm a1 om
lich der Bahnlinie symmetrischen Punkt P’
schneiden (Bild 6.12.4, Cabri Geometre). 1

2,00

8,00cm

Bild 6.12.3
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i
4

Bild 6.12.4

Jahrgangsstufe 8

Lehrplanbezug: Kongruenz von Drei-
ecken, Dreiecksungleichung
Gleichung und Graph der linearen
Funktion y = mex +t

Zeitbedarf: 1 - 2 Unterrichtsstunden

LOsung: Konstruktive und rechneri-
sche Losung

Zunachst konstruktive Lésung (wie Jahr-
gangsstufe 7), Begrindung, dal3 fir B'* B
stets P'B'Q > P'BQ ist;
Gleichung der Geraden g(P'Q),

g C {xly=0} = {B};

Graphische Veranschaulichung und Doku-
mentation durch Einsatz eines Plot-
programms (Turboplot, MathCad, ...).

Fir x=0OB=3 liefert die konstruktive
Lésung Smin= 11,3 (exakt: 8/2).

Ausgehend von der konstruktiven Losung
kann das Ergebnis (Smn = 11,3) unter
Hinweis auf die unvermeidliche Zeichen-
ungenauigkeit zumindest in Frage gestellt
werden. Das Streckenminimum konnte
sich auch fir x = 3,1 oder fur x = 2,9
ergeben. Man koénnte sich mit diesem

durch Konstruktion erhaltenen Ergebnis
zufrieden geben, in der Jahrgangsstufe 7
wird und mul3 man dies auch tun. In den
folgenden Jahrgangsstufen sollte aber
dem Schiler unter Hinweis auf die
Beweisbedurftigkeit mathematischer Aus-
sagen einsichtig gemacht werden, dal3 es
notwendig ist, Uber das ,man sieht es ja,
der Rechner zeigt es doch” hinaus, diese
Einsicht, die zunachst nicht mehr als eine
Vermutung ist, zu begrinden.

Jahrgangsstufe 9

Lehrplanbezug: Satze im rechtwinkligen
Dreieck; Entfernung zweier Punkte,
Streckenlange

Zeitbedarf:

Loésung: Konstruktive
Jahrgangsstufe 7)

2 Unterrichtsstunden

Losung (wie
Die Betrachtung des Tragergraphen der
Streckenendpunkte S motiviert die Erar-
beitung der Funktionsgleichung fur die
Gesamtstrecke s. L
Gesamtstrecke s(x) = si1(x) + s2(X); x=0B
s(x)=vx2 +32 + /(8- x)2 +52

Sinnvolle Einschrankung: x T [0:8]

Mit Hilfe eines Plot-Programms (Turbo-
plot, MathCad, derive, ...) wird der Graph
zu s(x) erstellt, ebenso die Wertetabelle,
eventuell mit zunehmender Verfeinerung
der Wertetabelle im interessierenden
Bereich (3-a <x < 3+a, a > 0);

Bei der Interpretation von Graph bzw.
Wertetabelle ergibt sich die Vermutung:

S(3) = Smin ; Smin =82 .
Diese Hypothese mul3 begriindet werden.

Der Rechner kann zur naherungsweisen
Bestimmung des Minimums oder zum
Nachweis der Minimumeigenschaft einge-
setzt werden.
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Der Schwerpunkt bei diesem Vorgehen
liegt auf einer Begrindung der Vermu-
tung s(3) = smin. Weder die Betrachtung
der Funktionswerte zu den Teilfunktionen
S1(x) und sx(x) und deren Superposition
noch die Betrachtung der Funktion s(x)
fuhrt Gber die Vermutung hinaus. Wir
missen also entweder das Minimum von
s(x) in [0;8] finden oder nachweisen, daf}
s(x) fur x = 3 minimal ist.

Weitere Moglichkeiten

a) Auffinden des Minimums mit Hilfe eines
Programms (z. B. Intervallhalbierungs-
methode, Intervallabtastmethode):

Es ist nicht erforderlich (obwohl mdglich),
das Programm mit den Schilern explizit
zu formulieren. Man kann, nach Erarbei-
tung der Strategie des Algorithmus, den
Schilern das Programm als Werkzeug zur
Verfigung stellen und sie damit die
Vermutung verifizieren lassen. Abzuleh-
nen ist in diesem Zusammenhang der
Einsatz eines Programms, das auf ,Knopf-
druck” ein Ergebnis liefert, weil hier dem
Schiler die Einsicht in das ,vom Himmel
gefallene” Ergebnis verborgen bleibt.

b) Nachweis, dal} fur alle a > 0 die Funkti-
onswerte s(3-a) und s(3+a) im Intervall
[0;8] stets groler als s(3) sind:

Von den mathematischen Voraussetzun-
gen und Anforderungen her ist dieser
Weg sicher nur ab der Jahrgangsstufe 9
gangbar. Obwohl die dabei auftretenden
und umzuformenden Terme unhandlich
aussehen, bietet dieser Weg doch die
Maglichkeit, Uber den Kreis der ,ublichen”
Funktionen hinauszusehen und mathe-
matische Methoden zur Begrindung von
Aussagen darzustellen.

x:= 3za (a>0)
JB+a)2+9 + [(3+a)2- 16(3+a)+89
Ja2+6a+18 +/a2+10a+50 >8/2!
P 64¢a’>0
P Fir x = 3 Minimum sy, = 842

c) Mit einem Mathematik-Werkzeug, z. B.
derive, MathCad oder Vivitab laRt man
sich fir a > 0 die Differenzen s(3+a) - s(3)
und s(3-a) - s(3) ausrechnen, um so
nachzuweisen, dal3 s(3xa) fur alle a>0
groler als s(3) ist, der Term s(x) also fur
x = 3 ein Minimum annimmt und dal3
dieses Minimum 8/2 betréagt.

Wertetabelle (Bild 6.12.3; z. B. derive):
f(x)=vx2 +32 + (8- x)2 +52

X f(x)
0.00 |12.434
0.50 |12.055
1.00 |11.765 X £(x)
150 |11.555 250 [11.338
200 |11.416 260 11.329
250 [11.338 270 |11.322
3.00 (11314 [ > 2.80 |11.318
3.50 |11.337 290 |11.315
4.00 [11.403 3.00 |11.314
450 |11.512 3.10 |11.315
500 [11.662 |  3.20 |11.317
550 |11.855 3.30  |11.322
6.00 |12.093 3.40 |11.328
6.50 |12.379 350 11.337
7.00 |12.715
750 |13.103
8.00 |13.544 >

Bild 6.12.3
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. : : : : : EE(G IQS) : :
pldetzafly AU [eidetzs
2:  “f(3xa) > £(3) fiir alle a > 0" F e e S
3: lI:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: lllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll
., . O T e N
4: Fix) :=dlx +3)+J0(B-x) +5) ;
§:  Vessssssmsssssssmsssssssssssssssssssssssosees DN
Aol Dy : S BE<1|:||E|:|> :
6: F (D) S S S S S N
? g Iz
8: 11.3137 Lehrplanbezug, Voraussetzungen
9: Mttt . . .
Lineare  Funktion, Geradengleichung,
10: X :=3+a Schnittpunkt zweier Geraden, Systeme
linearer Ungleichungen, Abstand zweier
z 2z z oz Punkte, Lange einer Strecke.
11: J(3 +a) +3) +J(B-(3 +a)) +5)-8
-9 Lésungsschritte
12: A = 10
13:  0.00000000161867 1. Mit einem interaktiven Graphik-Werk-
141: "============================================: Zeug (CABRI) Wird eine ZeiChnung ent-
= x -3 _a sprechend der Aufgabenstellung erstellt.
- Die Lage des Punktes P wird variiert,
2 2 2 2 i i
16 J(G—f) +3) «dCB - G -my -5 -g | Wobei auch Sonderlagen einbezogen

-9

1?7: A := 10

18: 0.00000000161867

6.12.2 Weitere Aufgabe

Durch die Punkte A(0|0), B(10|0) und
C(6]6) ist ein Dreieck ABC bestimmt. Von
einem Punkt P(x.|y.) des Dreiecks werden
die Lote auf die Dreiecksseiten gefallt. Fir
welche Lage des Punktes P wird die
Summe der Langen dieser Lote am klein-
sten (Bild 6.12.5)?

werden (Dreiecksseiten, Dreiecksecken).
Die Langen der drei Lote werden gemes-
sen oder es wird eine Strecke konstruiert,
deren Lange die Summe der drei Lote
reprasentiert (s. Bilder 6.12.6 und 6.12.7).

Ablage Bearbeiren Erzeugen Konstruktion Uerschiedenes
Br ~CABRI~BILDER~ABSTSUML. FIG

Bild 6.12.6
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2
¥
....... .....14_
Aufgaben:
l1.0reieck AEC
...... p(XD/UD> -\.-\.-\.12_
2. giAaCy, giBCY.D.... SN 4

g(ﬁ cn

= 3 a4 o

g Z :
(—( x —|=| +15:. / : :
- 13~3~&~: ---------------------- b ;

Cog 3 45
..... L——( 4 +—u ——~)+15)
113 7o 2 .z

Ablage Bearbeiten Erzeugen Konstruktion Uerschiedenes
B: ~CABRINBILOER~ABSTSUMy, FIG

wird: Smin= h¢

Bild 6.12.7

2. Die experimentellen Untersuchungen
aus 1. fuhren zu der Vermutung, dafd fur
P = C (P fallt mit der Dreiecksecke zusam-
men, durch die die kirzeste Drei-

eckshohe verlauft) s minimal

Bild 6.12.8

= 6 (LE).

3. Die Berechnung von d;, d, und ds und
anschlieRende Summenbildung fihrt zu
dem Ausdruck

3
s(X0,Y0) =|Yol +‘% -(3xg +2yp - 30)‘

2
T'(XO' yo)

Aufgrund der Nebenbedingungen

ys-%x+15 und y<x
ergibt sich dann:

(3x0 +2yg - 30)
(%)

S(Xp,Y0) = Yo+ 32—

+T'(Xo-yo>
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Fur ein ,spezielles” Dreieck kann der
Ausdruck fir s(Xo, Yo) in der Jahrgangs-
stufe 9, WPfFGr. | (RS) erarbeitet werden
und die Vermutung mit Hilfe eines geeig-
neten Werkzeuge bestatigt werden. Der
allgemeine Fall entzieht sich in der S |
jedoch einer Verifikation (s. Bild 6.12.9;
Programm derive).

1 "Bestatigen durch Einsetzen; Programm:
derive’

2: s=dl+d2+d3
O3 | 1&

I I I
S(Y):= Y|+ |3 + 2y -39) [+ |--(x -y) |
| 13 |12 I

w

s(3,3)
7.16025
s(5,3)
6.9136
(10,0)
7.07106
10:  (6,6)
11: 6

© o N 2 g A~

Bild 6.12.9

4. Die Aufgabe, P(x.|y.) so zu bestimmen,
daB s minimal wird, fuhrt auf ein
Optimierungsproblem.

Rechnerische L6sung

Mit einem Programm, das es erlaubt,
Aufgaben aus dem Bereich der linearen
Optimierung numerisch zu lésen (z. B.
Eureka; Bild 6.12.10)

Dieser Weg erscheint fur die SI wenig
sinnvoll, weil der mathematische Hinter-
grund fehlt; der Einsatz eines derartigen
Programms kann allenfalls als zusatzliche
Bestatigung der in 3. durch ,Einsetzen”
gewonnenen Ergebnisse dienen.

:Minimum Streckensumme; Programm: Eureka
:Summe der Langen der drei Lote von P(x/y) auf
diedrei Dreiecksseiten

summe=abs(y)+abs(sqrt(13)/13* (3* x+2*y-30))+a
bs(srt(2)/2* (x-y))
$min (summe)

:Nebenbedingungen:

Xx>=0

y>=0

y<=X

y <=-1.5*x+15

EEE RS S S S S S S S SE S S S ST S ES LSS E LS EE LSS LSS LS
Solution

Variables Values

summe = 6. Bild 6.12.10
X = 6.

y = 6.

Graphische Lésung

Die Gleichung (*) wird nach y aufgeldst:
y=-0,478x+31,8y- 3,83s
Die Funktion y(x, s) ist die Zielfunktion.
Fur verschiedene Belegungen des Para-
meters s werden die zugehorigen Gera-
dengleichungen aufgestellt und die
Graphen dieser Geraden in ein Koor-
dinatensystem zusatzlich zum Planungs-
vieleck, das die Nebenbedingungen
beschreibt, eingezeichnet (Plotprogramm:
Vivitab; Turboplot,.....). Dabei mul darauf
geachtet werden, dal3 dem Schiuler die
folgenden Punkte bzw. Fragen bewulf3t
sind oder bewul3t gemacht werden:

- Alle Graphen haben die gleiche
Steigung -0,478 und unterscheiden
sich durch den y-Achsenabschnitt
31,8 - 3,83es.

- Welche Bedeutung hat der Parame-
ter s?

- Welche Eigenschaft haben alle
Punkte einer Geraden, die einem
bestimmten Wert von s entspricht?
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- Fur welche Gerade bzw. fur welche
Belegung von s mul} sich das
gesuchte Streckenminimum
ergeben? (s. Bilder 6.12.11, derive
und 6.12.12, Turboplot)

|O13 | | I
I+ e 3 + 2y - 30)] + |- (x- )| = d
| 13 [ ] I

2: A33x+2y-30] @|x-vy|
d= ¥

=

ty
13 2

"Wegeny £ -3/2*x + 15 ist |3x + 2y -30| £ 0"
"Wegeny £ xist [x-y|3 0
" Somit:”

O3 Q
S=y--—--(8x+2y-30)+---(x-y)
13 2

I s=-0.261y-0.124x + 0.32

9: y=-0478x+31.6-3.83s

11: y=-0478x +31.8-3.835
12: y=12.6-0.478 x
13: y=-0.478x +31.8-3.836
14: y =0.82-0.478 x
15: y=-0478x +31.8-3.837
16: y =4.99-0.478 x
17: y=-0478x +31.8-3.838
18: y=116-0.478 x

19: Bild 6.12.11

Mogliche Erweiterungen

1. Existiert fur s ein Maximum? Wenn ja,
fur welche Lage des Punktes P? Welchen
Wert hat Smax?

2. Untersuchungen fir den Fall des
gleichseitigen Dreiecks, z. B. A(0|0),
B(10[0), C(5|C(5|5+/3 )(s. Bild 6.12.13).

lage Bearbeiten FErzeugen Konstruktion Verschiedenes
B: ~CABRI~BILDER~ABSTSUM3. FIG *

A B

Bild 6.12.13

Hinweise: Fur das genannte
gleichseitige Dreieck ergibt sich

s(x0.Y0) =|Yo +% | V3xg+yg- 103
% ¥ | J3xp- Y|

bzw. unter Berucksichtigung der Neben-

bedingungen

s(X0,Y0) =Yo +% -(V3xg +yp- 1043)

+% -(V3x0-y)
und somits = 5/3.
Bei der Herleitung tritt fiir d, der Ausdruck

1 | 3x6+2/3xqyq - 60xg _
d2 = § 2 mit
+y§ - 20/3yg +300
dem Radikanden (/3xq+yq- 10\/5)2.
Mit Schilern kann der Term fur d. zwar
hergeleitet, dieser aber wohl nicht in die
angegebene Form faktorisiert werden.

Zuséatzlich kann man die Faktorisierung
vorgeben und verifizieren (lassen) oder
mit einem Programm, z. B. derive, den
Radikanden faktorisieren.
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6.13 Konstruieren eines
Dreiecks mit Umkreis
und anschlieRender
Scherung

6.13.1 Voraussetzungen

An vielen Realschulen ist fir das Fach
Technisches Zeichnen CAD-Software
eingefuhrt. Mit dieser leistungsféhigen
Software lassen sich u. a. klassische
geometrische Konstruktionen durchfiih-
ren. lhre Installation und Kenntnisse der
Schiler im Umgang mit dieser Software
kénnen somit auch im Mathematikunter-
richt sinnvoll eingesetzt werden. Im
vorliegenden Beispiel wird das
Programm Pictures by PC verwendet.
Das Thema Scherung wird in Jahrgangs-
stufe 10 im Abschnitt Abbildungen
behandelt.

6.13.2 Aufgabe

Es soll folgende Aufgabe geldst werden:
das DABC mitc =5cm, a =7 cm,
b = 42° soll mit seinem Umkreis horizon-
tal um den Winkel j = -35°geschert
werden. Aus der Figur kann man dann
Eigenschaften der Scherung ablesen.

6.13.3 Vorgehen

| Bild 6.6.1

(L&nge) und man gibt aus Malistabs-
grinden ein Vielfaches von 5 ein, z. B.
350. Wahlt man nun LINIE NUME-
RISCH-ZEICHNEN so kann man die
Strecke zeichnen. Erneute Anwahl von
[F9]: NUMERISCH fuhrt nocheinmal in
das Untermenu LINIE NUMERISCH-
ZEICHNEN. Man wahlt dort wieder [F8]:
A (Winkel) an und gibt 138° ein
(Drehsinn!). Nach der Anwahl von [F9]: L
(L&nge) gibt man den oben benutzten
Vielfachenfaktor von 7 ein, in unserm
Fall also 490. Nachdem man dann LINIE
NUMERISCH-ZEICHNEN angewahlt hat
tragt man in B die Strecke an. Mit [F6]: 2
PUNKTE verbindet man B mit C (Bild
6.13.1). Dann verlal3t man das LINIE-1
Menu und wahlt an [F8]: KREIS G1: 3
PUNKTE und der Umkreis wird
gezeichnet.

Nun wendet man die Prozedur CVTOPIC
(Eingabe Uber die Tastatur) auf den
Umkreis an. Diese Prozedur wandelt den
Kreis mit seinen internen Vektorbefehlen
in ein Polygon um, das dann geschert
werden kann. Weil man den Umkreis
und das Dreieck zusammen scheren will,
falt man sie durch Selektion mit dem
Fadenkreuz zu einem Macro mit dem
Namen z. B. drei zusammen. Die selek-
tierten Objekte werden dabei durch eine
spezielle Farbe gekennzeichnet. Die
Befehlsfolge dazu ist. KREIS-1,

Nach dem Starten des
Programms wahlt man aus c
dem Bildschirmment mit Hilfe
der Funktionstasten  oder
durch ein cursorgesteuertes
Instrument (Maus, Digitizer):
[F6]: ZEICHNEN [F7]: LINIE
[F9]: NUMERISCH. Jetzt
Offnet sich das LINIE-NUME-
RISCH ZEICHNEN Mend.
Nach Auswahl von [F8]: A

———LINIE-1-— T
E1:B0-61

F4:NACHSTES =

FS :abDERN -

FG:Z2 PUNKTE
F7bE . GHEHEIR .
FS: WINKRAST
9 HUMERISCH +
FéHNTERBR .
GLibE. INTERY .
G2 1ACHSENPAR
G3: 2 PRIE.
G4 :LINE .PRC
G5 POLYGHN
GGt HURUE

G7 1 SKIZZE

GO L INIENART

(Winkel) ist 0 einzugeben.
Anschlieend wahlt man im

Schott Systeme

gleichen Untermenu [F9]: L

modify:fl
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k A

Bild 6.6.2 | ZEICHNEN, [G5]: STRUK-
TUR, [F7]: MACRO (Name
eingeben), [F9] VERKETTEN (Wahle
alle Objekte). Als Ergebnis erhalt man
dann Bild 6.13.2. Zum Scheren wahlen
wir an: OBJ.STRU , [F8]: ANDERN |,
[F7]: FORM, [F4]: NACHSTES , [F6]:
SCHEREN , [F6]: HOR.PARAL. Nun
kann man einen Punkt der (horizontalen)
Scherungsachse wahlen und den
Scherungswinkel eingeben. Die Sche-
rung wird selbsttatig durchgefuhrt. Flr
die Schiler ist es sicher sinnvoll, dai3
man nachtraglich noch (oder vor der
Makro-Erstellung) die Scherungsachse g
einzeichnet mit Hilfe des LINIE-1 Menus
und z. B. [F6]: 2 PUNKTE.

Dem erhaltenen Bild 6.13.3 kann man
nun entnehmen, dal3 die Scherung z. B.
nicht winkeltreu, nicht langentreu, nicht
kreistreu und nicht formtreu ist.

6.13.4 Reihenfolge, in der die
Kommandos nach dem
Programmstart eingegeben
werden mussen

[F6]: ZEICHNEN
[F7]: LINIE

[F9]: NUMERISCH
[F8]: A (Winkel)
[F9]: L (Lange)

LINIE NUMERISCH- Bild 6.6.3

ZEICHNEN
[F9]: NUMERISCH
[F8]: A (Winkel)
[F9]: L (L&nge)
LINIE NUMERISCH-ZEICHNEN
[F6]: 2 PUNKTE
LINIE-1
[F8]: KREIS
[G1]: 3 PUNKTE
CVTOPIC
KREIS-1
ZEICHNEN
[G5]: STRUKTUR
[F7]: MACRO (Makroname

eingeben)

[F9]: VERKETTEN (Wéhle alle

Objekte)

OBJ.STRRU

[F8]: ANDERN

[F7]: FORM

[F4]: NACHSTES

[F6]: SCHEREN

[F6]: HOR.PARAL (Wahle 1. Punkt -
Winkel)
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6.14 Randwinkelsatz mit
Pictures by PC

6.14.1 Ziel

Ziel dieser Einheit ist es, einen anderen,
neuen Zugang zum Randwinkelsatz mit
Hilfe des Einsatzes des Computers zu
finden, indem man die Umkehrung des
Satzes nachweist.

6.14.2 Vorgehen

Nach dem Starten des Programms wahlt
man aus dem Bildschirmment mit Hilfe
der Funktionstasten oder durch ein
cursorsteuerndes  Instrument  (Maus,
Digitizer): [F6]: ZEICHNEN [F7]: LINIE
[F6]: 2 PUNKTE und erzeugt damit die
Strecke. Anschlie3end zeichnet man,

indem man 3-mal nacheinander [F7]:
M.GUMMIB wabhlt, durch den Punkt A ein
Geradenbiischel aus 3 Halbgeraden
(Bild 6.14.1). Nun konstruiert man vom
Punkt B aus die Geraden, die mit den
Geraden des Halbgeradenbischels
einen Winkel von z. B. 68° bilden. Dazu
wahlt man die Kommandozeilen [F4]:
NACHSTES und [G4]: NEIGUNGSGR
und lalt sich durch die Info-Zeile
(Gerade selektieren, Punkt selektieren,
Winkel eingeben) fuhren; dadurch erhalt
man dann Bild 6.14.2. Nun mul3 man die

/ Bild 6.14.2
4\

A\, Bild 6.14.3

optisch schon vorhandenen Schnitt-
punkte noch im Computer rechnerisch

enrad i fee

———LINIE-1-— T
[1:BO-01

F4:MACHITES -

FS:AHBERR

F&:Z FUMNKIE

F7 b GURHIR .
FS: WINKRAST
S HUNERISCH »
@ UNTERBE.
Gk, INTERY.
Gz 1 ACHSENPAR
63: 2 FRTE.

G4 :LINE .PRC

G5 POLYGEN

GE : RURUE

67 SRIZZE

G LINIENART -

Bild 6.14.1

Schott Suysteme

erzeugen. Durch die Anwahl von [F5]:
ANDERN , [F8]: TRIMMEN und nach

3maligem Aufruf von [F7]: BEIDE
(Info-Zeile!) erhalt man Bild 3 mit
den Schnittpunkten C1, C2 und C3.
Nach der Anwahl von [F4]: ZEICH-
NEN, [F8]: KREIS und [G1]: 3
PUNKTE konstruiert man den Kreis
durch die 3 Punkte C1, C2 und C3.
Dieser Kreis scheint nun auch durch
die Punkte A und B zu verlaufen
(Bild 6.14.4). Um dieses genauer zu
Uberprifen, zoomt man den
Eckpunkt A oder den Eckpunkt B.
Dazu wéhlt man im GLOBAL Menl
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tber [1: BO-0] und [F8]: ZOOM ein
Zoomfenster und stellt fest, daR der
Kreis tatsachlich durch die Punkte A und

Ce ) |
/.. |Bild6.14.5

. T N
/ / Y N

Aes)
__.-"'ZJ Jll'n

Bild 6.14.6

|
B verlauft. Diese Tatsache kann man
sogar durch wiederholtes Zoomen sehr
schon bestatigen. Nach sehr haufigem
Zoomen kann man dann pl6tzlich
feststellen, daf’ die Kreislinie nicht mehr
durch den Punkt A oder B verlauft (Bild
6.14.6). Dies ist ein Effekt, der durch die
beschrankte Rechengenauigkeit des
Computers bedingt ist. Wenn man sich
nun noch fur die erreichte Vergréf3erung
interessiert, so wahlt man im GLOBAL
Menu uber [1: BO-0], F9: ZOOM SPEZ
und G8: ZOOMFAKTOR aus. Man stellt
dann fest, dalR der Zoomfaktor uber
1000000 liegt. Dies entspricht einer
Vergrolierung, die weit Uber der eines
Rasterelektronenmikroskops liegt. Als
Ergebnis kann man also festhalten, daf3
man im Rahmen der Rechengenauigkeit
nachgewiesen hat:

Wenn in einem Kreis die Rand-
winkel gleich grof3 sind, dann
liegen sie Uber demselben Bogen.

6.14.3 Reihenfolge, in der die
Kommandos nach dem
Programmstart eingegeben
werden mussen:

F6: ZEICHNEN

F7: LINIE

F6: 2 PUNKTE

F7: M.GUMMIB (dreimal)

F4: NACHSTES

G4: NEIGUNGSGR (dreimal - Infozeile

beachten)

F5: ANDERN

F8: TRIMMEN

F7: BEIDE

F4: ZEICHNEN

F8: KREIS

G1: 3 PUNKTE
(GLOBAL Menu)

F8: ZOOM (wiederholt)

F9: ZOOM SPEZ

G8: ZOOMFAKTOR
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7  Experimente mit dem
Zufall

7.1 Wiurfeln

7.1.1 Der 6er Wirfel

Jeder Wurf eines 6er-Wirfels ist ein
Experiment. Das exakte Ergebnis eines
Wurfes ist nicht voraussagbar. Wohl
aber ist fur einen idealen Wirfel zu
erwarten, dal} jede Zahl etwa gleich
haufig erschienen ist, wenn man viele
Wiirfe durchgefihrt hat.

Aufgabe

Berechne fur 500 Woirfe die relative
Haufigkeit des Ergebnisses "6, d. h. den

i .— _Anzahl 6er
Quotienten h:= Anzahl Wirfe - Man

erwartet, dafd sich fur so viele Wirfe der
Quotient dem Wert w ::% nahert.

Losung

Die Funktion rnd(6) hat als Wertebereich
die Zahlenmenge {0,1,2,3,4,5}. Will man
tatsachlich einen 6er Wiurfel simulieren,
so eignet sich die Funktion rnd(6)+1.

Das Simulationsergebnis fur 500 Wiirfe

die Anzahl der Wirfe um 1. Zeile 3
summiert die Treffer. Sie ist eine
Zweifachauswahl. In der letzten Modell-
zeile wird die relative Haufigkeit errech-
net.

n =1

la = rnd(E+1

Hirfe = Hirfe+1

ifoa=6, Treffer+1, Tref
Tref far MHirfe

HoODODELL

Treffar =

TV Bild 7.1.2

Wiederholt durchrechnen

@ Abbruchbedingung | Wiirfe>500 |

Die Umsetzung der Ergebnisse auf eine
Graphik geschieht hier Gber das Setzen
des Schalters Zeichenautomatik aus
dem Menu Optionen und dem Wieder-
holten Durchrechnen unter der Abbruch-
bedingung "Wirfe > 500".

Weitere Aufgabe: Berechne fir 500
Wirfe den Mittelwert alle Ergebnisse
und stelle das Resultat graphisch dar.

7.1.2 Doppelwirfelexperiment

Aufgabe

Welche relativen Haufigkeiten haben die
Wirfelsummen, wenn man zwei Wirfel
gleichzeitig wirft?

zeigt die Graphik (Bild 7.1.1) Optionen
n= 150 | Sortieren...
Im mathematischen Modell (Bild 7.1.2) | [f= rmace! Klassensufme.
siecht man, wie die Abbildung erzeugt :;;22(5}” et ot
werden kann. In Zeile 1 wird die Zufalls-
zahl erzeugt. Die nachste Zeile erhoht Bild 7.1.3
0.25+ Relative Haufigkeit
xWI P wu”Hﬂ‘W““ﬂwhgqﬂdfﬂdJumﬂm“h T e e
0. 131
" Bild 7.1.1
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Wir simulieren zunéchst 150mal das | Aus der Hab=
Doppelwurfelexperiment und errechnen | Spalte fur Bild 7.1.5
fur jedes Experiment die Wurfelsumme. | Habs, also ™|
den ab-
Mit den Menufunktionen unter "Ordnen”, | soluten 07
- Klassensumme -, kann man dann | Haufigkei-
herausfinden, wie oft jedes Ergebnis | ten, ergibt _ |
vorkommt. sich durch
Division mit
Es wird automatisch eine Spalte Habs | der Anzahl 4°f
(absolute Haufigkeit) erzeugt und in die | der Experi-
Tabelle eingefigt (Bild 7.1.4) (Anmer- | mente die  znt
kung: Man kénnte die Spalte ¢ direkt mit | Skala der
rnd(6)+rnd(6)+2 erzeugen! Das vermei- | relativen
det die Spalten a und b bei der | Haufigkei- & z 4 & & 1 1z 1
Klassensummenbildung). ten. Um in derselben Tabelle arbeiten zu
kénnen, entfernt man die
”:‘ d b e Hab=  Formeln in den Spalten a,
Il rrdico+i rhd (6 o+ 1 a+h b und ¢ und fixiert die
IEH I 3o 2 3 Ergebnisse der Klassen-
R 1 S | o, F 7 summentunktion durch die
2 |20 20 4 10 Uberschrift DATEN. Dann
e R R e Kann man mit
— o L R Sy RelH = Habs/150
— e PR R PR und
— G AR | S KumH = S(RelH),
— g R R S far die relativen und
e Rt £ PR e ku"mgll erten rela_tlven
? 44 ................. 44 ................ 11 ................. 8 ............. Hauflgkelten bel 150 .
e Wurfen bereChnen (B”d
1 |24 24 12 4
SR EH R e R Bild 7.1.4 7.1.6).
Graphisch aufgetragen ergibt sich aus
dem Experiment folgendes Stabdia- | Die graphische Umsetzung der Tabelle
gramm (Bild 7.1.5): (Bild 7.1.7):
F a b C Habs FelH EumH
ﬁ DATEN DATEN DATEN DATEN Habs /150 E(RelH>
1|3 3 2 3 0.02 0.02
Tz | "no a i 7 0. 0466666667 | 0. DEEEEEEEE7
IERE 20 4 o 0.OBEEEEEEET 0. 1333333333
4 |laz TR 5 i 7 0. 1133333333 | 0. 2466666667
gy S R S e SRR
o PR | Gy e S St S
— G G S et S
IR o a 21 o140 0.8533333333
IR 54 i [ o 0.OBEEEEEEE? 0.92
o |as a1 "o i s 0.0533333333 | 0. 9733333333
2 20 0eeeeeesT 1 [y 7 1 6
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RelH
0. 20
0. 15
0. 10
0. 05
Bild 7.1.7
SLUMmme
0. 00
0 14 )|

Die Summe aller relativen Haufigkeiten
ist naturlich 1 (Bild 7.1.8).

kumH

Bild 7.1.8

Weitere Aufgabe: Welche Verteilung
haben die Haufigkeiten der Wirfelsum-
men beim Werfen von 3 Wurfeln?

7.1.3 Wieviele Punkte sind das?

Sagen wir, es gibt Grund zur Annahme,
dafl3 das unten abgebildete Quadrat (Bild
7.1.9) durch einen Zufallsprozel
gepunktet wurde, wobei jedes Ergebnis
auf der x- bzw. y-Achse zwischen 0 und
1000 gleichwahrscheinlich war. Kann
man dann schétzen, wie viele Tupfen in
dem Quadrat sind?

1000

gonf T i L sl
BOOFs= o0
qogdes .0

e G R A
' *..|Bild 7.1.9
=

'En:'u:u- 200 1000

Das folgende Bild (Bild 7.1.10) weist
einen Weg: Wahle ein beliebiges
Planquadrat aus und z&hle darin die
Tupfen! Wie kommt man jetzt zu einer

Schéatzung fir die Gesamtzahl?

10001

T L T P N R

T (I B

400

2004 it e '1
Ll -/ Bild 7.1.10

D 1 A A : Il 1
u] 200 g00 800 1000

Weitere Aufgaben

1. Erzeuge ein Rechteck mit den Seiten-
langen 7 und 4 mit 2000 gleichverteilten
Tupfen.

2. Erzeuge ein Bild, in dem die Tupfen
nicht gleichverteilt sind, etwa wie in der
folgenden Abbildung (7.1.11)!
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u Zeichenautomatik aus dem Modell das
folgende Bild (7.1.12).
1.0 9 |
1.0
I:I.S":_.'._l L 0.8t
0.6
0. 61 .4
: n.z
0.4f - ]
-0.2
nA Bild 7.1.11 || ﬁ
0575 .D.:'z, |:'|.:¢.1.. 06 0.8 1.0 I'LT'| oe ~.'. et Bild 7.1.12
-Cl. .2

7.1.1 Lange von Zufallsstrecken

Aufgabe

Bestimme die mittlere La&nge einer zufal-
lig gezogenen Kreissehne.

Lésungsvarianten

1. Man wahlt fir das Zeichnen einer
Sehne durch Zufallsverfahren 2
Punkte auf dem Kreis und verbindet
diese.

2. Man startet immer vom gleichen
Punkt aus und wahlt nur den zweiten
Punkt zufallig.

3. Man startet von einem Punkt aus und
sucht dann zuféllig den jeweils
nachsten, der dann wieder
Ausgangspunkt einer neuen Sehne
wird.

4. Man sucht einen Punkt auf dem
Kreisrand zufallig aus und zieht eine
horizontale Tangente.

Die Lo6sungsvarianten 1, 2, 3 und 4
ergeben die folgenden Bilder.

Losung zu 1.

Mit den Startwerten k(2) = O,
Summe(2) = 0, der Einstellung Wieder-
holt rechnen mit  Abbruchbedingung
k > 60 ergibt sich bei eingeschalteter

omo0E g
MODELL

® = sintPhi
g = cosiPhil

Linge = sqrtid w—w 2 2+ y—yi™2n
ko= k+1

Summe = Summe+tLange

Mittel

= Summe Sk

Bild 7.1.13

Losung zu 2.

Mit den Startwerten k(2) = O,
Summe(2) = 0, der Einstellung Wieder-
holt rechnen mit  Abbruchbedingung
k > 60 ergibt sich bei eingeschalteter
Zeichenautomatik aus dem Modell das
folgende Bild (7.1.14):

u

| | | »
0.6 0.8 [

Bild 7.1.14

I 0.z
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h = MHODELL Zeichenautomatik aus dem Modell das
Fhi = Ifin=1,0, rnd(0xZ+P|l f0|gende B||d (7118)

zinCPhi >
y = costPhil

®

Large = sqriidix—=2"2+0:y—yd 22

ko= k+1
Summe = Summe+lLange .
Mittel = Summe/k Bild 7.1.15

Anmerkung: Losung 3 eignet sich noch
zur exakten Losung, die z. B. Uber derive
ermittelt werden kann. Es ergibt sich

2n

| \/(1- cos )% +sin 2 dp

0 _4
and -7
3 B

fir den Einheitskreis.

M=

L6sung zu 3.

Nach dem Durchrechnen der Tabelle mit
den Spalten x und y wird der zugehoérige
Polygonzug gezeichnet (Bild 7.1.16).

d
1.0

0.57

Bild 7.1.16

06 0.8 =

" -os  -0.2 0.z

.o
-1.0

no= 30

Fhi = rrd{0»*z+PF|
® = sintPhil
y = cos.{Phi?l

Lérnge = sqriod: x—xa"2+0y—yi1"2a
k= :k+1; ki{12=0

Summe = S5¢Ldnge,02

Mittel

= Summe Sk

Bild 7.1.17

Losung zu 4.

Mit den Startwerten k(2) = O,
Summe(2) = 0, der Einstellung Wieder-
holt rechnen mit  Abbruchbedingung
k > 60 ergibt sich bei eingeschalteter

u

1.01

0.8+

0.61

e ——————————

0.2

0.0
-0.2
—|:|4 e ————————————

—_— —
-0.6
-0.8
-1.0 + + + ;ggzgzz. } — Bild 7.1.18
-1.0 -0.6 -0.2 0.z 0.6
n=2z MODELL
Fhi = ifen mod 2 = 1, phdoOX2%Pi, Phi>; Phi<12=1.0024027
#* = ifth mod 2 = 1, coscPhi», —cos(Phiil
y = =intPhi»
Liangse = sqrtolix—x "2+ iy—y 222
ko= k+i1
Summe = Summe + Ldnge
Hittel = Summe/k .
Bild 7.1.19

Als Ergebnis erhélt man
Mittel, = Mittel, = Mittel; = Mittel,.

Weitere Aufgabe: Bestimme die mittlere
Lange eines zufalligen Streckenzuges
im Einheitsquadrat.
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7.2 Monte Carlo Wurfe zur
Losung von Flachen-
und Raumproblemen

7.2.1 Flache unter einer
Normalparabel

Aufgabe
Bestimme die Flache eines von einer
Normal-Parabel begrenzten Flachen-
sticks mit Hilfe der Monte-Carlo-
Methode.
Losung

In der Zeichnung (Bild 7.2.1) ist die
Normalparabel gezeigt, die in ein Recht-
eck mit den Seiten b und b? hineinge-
zeichnet ist. Auf der Rechteckflache
werden zufallig z Punkte gewahlt. t
davon liegen im Flachenstick F. Dann
gilt: die Flacheninhalte der Figuren
verhalten sich wie die Zahlen der Punkte
innerhalb der Figuren, also

F : Rechteckflache =t: z

Bild 7.2.1

]

=

o J

= 1

(] C -

[}
[}
[}
o
)
Lan)

MODELL

Zufal [

Zufal [Cr"22

z+1; =zl 1a=0

ifigex™2, i1, 0t t01d=0
2kt iz

M|+ |H || X

Bild 7.2.2

Zusammen mit den Vereinbarungen r = 2
und Zufall(r) = r*rnd(0) ergibt sich daraus

eine Schatzung der Flache F (vgl. den
folgenden Graphen, Bild 7.2.3).

F

z Bild 7.2.3

Weitere Aufgaben

1. Bestimme die Flache zwischen
Parabel y = x?, y-Achse und Gerade
y = 2.

2. Bestimme die Flache zwischen
Parabel y = x*(3 - x) und der x-Achse.
Hinweis: Verwende im Quadrat A(0|0),
B(3]0), C(3]3), D(0]3) die Zufallspunkte P
mit Zufall(3).

3. Bestimme die Flache zwischen dem

Viertelkreis y = y4 - x2 , der x-Achse und
der y-Achse. Verwende das Quadrat
A(0]0), B(2]0), C(2]2) und D(0|2).

7.2.2 Kegelvolumenbestimmung in
der Monte-Carlo-Methode

Aufgabe

Bestimme das Volumenverhdltnis eines
geraden Kreiszylindes zum einbeschrie-
benen Kreiskegel.

LAsung

Der Zylinder hat den Radius r und die
Hohe h. Der Grundkreis liegt in der
x-y-Ebene mit dem Ursprung als Mittel-
punkt. Das Volumen des Zylinders ist V,,
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das Volumen des Kegels Vi (Bild 7.2.4).

Schnitt von Kegel und Zylinder
|

- Bild 7.2.4

Ein Punkt P(x]y|z) im Inneren des Zylin-

ders liegt auf einer Parallelebene zur

x-y-Ebene im Abstand z, die aus dem

Kegel einen Kreis mit Radius r; aus-

schneidet. Offensichtlich ist
rr:r=(h-2z):h

*) ry=re(h - 2)/h

Nun werden s Zufallspunkte P im Zylin-
der betrachtet. t davon liegen auch im
Kegel. Dann gilt fir das Volumenver-
haltnis

Cv=Vk:V,=t:s.

Realisierung

rnd(0) ist eine gleichverteilte Zufallszahl
im Intervall [0,1]. Damit konstruieren wir
neue Zufallszahlen:
rd.(r)=r - rernd(0)
ist eine Zufallszahl im Intervall [-r,r],
rdx(r)= hernd(0)
ist eine Zufallszahl im Intervall [O,h].

Ein Zufallspunkt P(x|y|z) wird folgender-
malfden gebildet:
X = rdy(r), y = rdy(r), z = rdz(h)

Die Bedingung, daf3 P(x|y|z) im Zylinder
bzw. Kegel liegt, lautet

im Zylinder: x*+y*-r*<0,

im Kegel:  x*+y?-r1?<0

und mit der Ersetzung aus Zeile (*)
x? +y?-r*(h-z)?/h?< 0

Realisierung

Man legt zunachst als Ergebnis der
Analyse Funktionen im Vereinbarungs-
fenster fest und formuliert dann das
Modell. Die nachsten Bilder (Bild 7.2.5
und 7.2.6) zeigen das Modellblatt und
das Vereinbarungsblatt. Das Durchrech-
nen erfolgt mit den Startwerten s(1)=0,
t(1)=0, sowie mit den Einstellungen
~Wiederholt rechnen, Abbruchbedin-
gung s>300” und ,Zeichenautomatik mit
Wabhl v(erbinde Punkte)”.
Uereinbarungen

Tabellenkonstanten

-1 In-1 |
|Tahe|lenfunktiune|r|| :[Name = Term ) ”
rd1(r) = r-2*r*rnd(0) Bild 7.2.5
rd2(h) = h*rnd(0)
2(H,Yy) = H"2+Yy"2-r"2
Ki(H,y,z) = #°2+y~2-r"2*(h-z)1"2/h"2

n=1 |

x 2 rales Bild 7.2.6
y = rd1ira

z = rd2Zih?

s = ifidix,yr<0,s+12

t o= ifokdx,y,z240,t+12

cy = tif=

Als graphische Auswertung der Tabel-
lenwerte zeigt die n&chste Abbildun
(Bild 7.2.7), da3 der Quotient cy=7%

gegen % geht.

[=1N]
1.04
0.3t
0.61
0.4t
B :'.:.:.“'_ -,'br-\-s e —
ozt Bild 7.2.7
=
o.0 + + + + + +
u] S0 100 150 200 250 300 Eh
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7.3 Random Walk -
Spaziergange zu den
LOosungen

7.3.1 Zufallsspaziergang auf der
Ebene - Brownsche Bewegung

Der Zufallsspaziergang auf der Ebene
E(a,b) ergibt sich durch einen zufalligen
Schritt in Richtung a und b. Der jeweils
neue Ort des Zufallspunktes ergibt sich
durch Addition der Schrittweite zum
Ausgangspunkt. Man vereinbart die
Funktion Zufall(r) = r - 2 - r - rnd(0).
Nach dem Durchrechnen der Tabelle mit
den Spalten a und b wird der Polygon-
zug der Schritte gezeichnet.

150 |

a ca+t2ufal [(1x; all=0
b = b+2ufal 161 beia=0
Distanz = sgrica 2+ 2
ko= ik+1; ki1x=0

n =

Bild 7.3.1

Mit dem Modell ergibt sich obiges Bild.
Man erkennt die Zufallswanderung eines
Punktes. Sie kann gedeutet werden als
die Wanderung eines im Mikroskop er-
kennbaren Teilchens in einem Gas, das
von den submikroskopischen Teilchen
seiner Umgebung zuféllige St6RRe erhalt.
In den Bewegungen der submikroskopi-
schen Teilchen zeigt sich ihre kinetische
Energie und damit indirekt die Tempera-
tur des Gases.

Bild 7.3.2

An die Simulation der Brown'schen Be-
wegung konnen sich interessante

Fragen nach der Art der Bewegung
stellen.

1. Wie entwickelt sich die Distanz des
Teilchens vom Ursprung?

2. Wie lange sind die zuriickgelegten
Wege im Mittel?

Die Losung von 1. fuhrt zu folgendem
Bild:

Diztanz

Bild 7.3.3

IR

] t + + +
0 20 40 an

7.3.2 Simulation einer Diffusion

Aufgabe:

Es werde die Wanderung von 50
Molekilen in einer Emulsion simuliert.
Sie seien zum Start alle im Koordinaten-
ursprung versammelt. Berechne das
mittlere Abstandsquadrat und trage es
gegen die ,Zeit” auf.

LOsung:

Eine Tabelle mit 50 Zeilen und den
Spalten x, y wird zunachst mit O vorbe-
legt. Dann berechnen wir 50mal den
neuen Zustand jedes Punktes, der mit
einer  Zufallswanderung verschoben
wird, und berechnen fur jeden Punkt
seine neue Entfernung vom Ursprung.
Die Beobachtungszeit wird einfach durch
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eine Zahlvariable simuliert.

n = o0

® = wrirndo0r=0 I

gy = ytirnd(00.53%

Ab=stand = sqrtd="2+y" 2

Hi ttelwart = guglAbstand™ 23

Uz gohys+ |

Versuche = Bild 7.3.4

Das folgende Bild gibt die Auswertung
eines Versuches wieder. Man kann
erkennen, dal3 das mittlere Verschie-
bungsquadrat proportional zur Beobach-
tungsdauer ist (Theorie der Brown’ schen
Bewegung nach A. Einstein, z. B.

Interessant ist auch eine andere Auftra-
gung, namlich die aller Punkte im
x-y-Koordinatensystem. Das obige Bild
zeigt die Punktewolke vom 60. bis zum
65. Versuch.

7.3.3 Minimumsuche mit dem
Zufallsspaziergang

Hat eine Funktion f:D—IR ein
Minimum in Xg, so gilt fir alle x aus einer
Umgebung von X die Bedingung
f(x) >f(Xg). Dies Bedingung nitzen wir
zur Konstruktion einer Folge Xn von
Zufallszahlen, die sich dem gesuchten
Minimum annéhert.

Fur die Konstruktion der Folge bendtigt
man eine Hilfsvariable u=xn +2z(r),
wobei z(r) eine zufallig gewahlte Zahl mit
-r<z(r)<r ist, u liegt also in einer
r-umgebung von Xn und hat den
Abstand z(r). Nun kann u naher beim
gesuchten Minimum Xq liegen oder aber
nicht. Deshalb definieren wir
_ 1 xp, falls f(u) > f(xn)
Xn+1=0 0, falls f(u) < f(xn)

Z3

j

Physik, Gerthsen, Kneser, Vogel 13.
Auflage 1977, S.167).
Mittelwert
5_.
4..
3..
2..
i Bild 7.3.5
0 ) ) ) ) ) ) ) LUer=zuche
O 5 o =20 =3 40 s0 &
u
&
4 ; i
o |:;FIT::-I. : =", - g
."l.-'_': r'.p - o
2 '_5'-_:...- t.,:'.'. "
S 22 o
*-.._" 'L":ﬁ N
) I'_ .. -..
_4 ..l .l ' : : -
TR & Bild 7.3.6
-G ; —— 3
-5 -2 -1o0 1 2 3 4 5 [

o= r¥F0 95 pi] =2
U= x4+ (2
o= i fCOfdudfd o, cxd; x013=-3
y = flul
Bild 7.3.7

Der Algorithmus wird uns

also sicherlich immer in Richtung auf
das Minimum zubewegen. Wirden wir
jedoch mit festem Umgebungsradius r
arbeiten, so wirde sich die Folge dem
Zahlenwert Xg nur langsam annéhern.
Also sorgen wir dafir, dal3 mit der
Annaherung auch (gleichzeitig der
Suchradius r schrumpft.

r'n+1 =rn-0.95 liefert eine geometrische
Reihe, mit der der Suchradius gegen O
geht. Mit der Defnition

z(r) :=2r-(rnd(0) - 0.5)
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haben wir eine Funktion, die Zufalls-
werte aus einem Intervall ]-r ; r[ liefert
und dies dann in der Modellrechung mit
schrumpfendem Radius.

Das folgende Bild zeigt das Resultat
einer Simulationsrechnung, bei der fur
die Funktion f(x)=(x-1)-(x+2) die
Werte der Hilfsvariablen u gegen r
aufgetragen ist. Man erkennt die Konver-
genz von u gegen das Minimum bei x =
-0.5 bei gleichzeitig kleiner werdender
Schrittweite.

2.0¢

¥ Bild 7.3.8

=

00204 0.6 0.8 1.0

oo

Im nachsten Bild ist u gegen die Funkti-
onswerte f(u) aufgetragen. Man erkennt,
wie sich die Hilfsfolge auf der Parabel
mit immer geringerer Schrittweite an das
Minimum herantastet. Zur Orientierung
ist noch die Funktion f mit Hilfe des
Funktionsplotter eingezeichnet.

Y

Bild 7.3.9

3.0 25-20 -1.5 -10-0.5 00 0.5 1.0
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7.4 Optimieren durch
stochastisches
Suchen

7.4.1 Optimale Lage eines Bahnhofs

Aufgabe: Ein Bahnhof B soll so gelegt
werden, dall sein Abstand von zwei
Orten A und C minimal wird.

Al0ra)

Clc1ic2)

2y Bild 7.4.1

Mathematische Losungsidee:

d = |AB| + |BC]| ist die Lange des
Fahrwegs. b soll so verandert werden,
daf’3 d minimal wird.

Man beginnt mit einem beliebigen b und
berechnet d(b). Dann &ndert man b
zuféallig ein wenig und bekommt ein
neues bq. Ist die neue Abstandssumme
besser, d. h. kleiner als die alte, dann
ersetzen wir das alte b durch das neue

b1. Nun wird der ganze Vorgang
wiederholt.

LOosung

Zwei Fragen sind noch zu klaren:

Erstens, wie andert man b zufallig und
zweitens, wann hort man mit der Wieder-
holung auf?

Eine Zufallsfunktion z(r) soll fur jedes
positive r eine Zahl z liefern, die im Inter-
vall -r<z<r gleichverteilt ist
(z(r):=2r-(rnd(0) - 0.5)). Die zufallige
Anderung von b lautet dann

brest :=bayt +2(r).

bTest wird dadurch héchstens um den
Wert r (Zufallsradius) geandert. Wenn

man sich schon nahe beim Extremwert
befindet, sollen die Anderungen von b
nicht mehr so grof3 sein als wenn man
noch weit weg ist. Deshalb lassen wir
nach jeder Wiederholung den Zufallsra-
dius um 5% schrumpfen:

eu :=0.95- lalt

Dadurch steigt auch die Trefferwahr-
scheinlichkeit fur nahe gelegene Punkte.
Als Abbruchkriterium fir die Wiederho-
lung bietet sich an

r<rp

Dabei kann rgdie Genauigkeit festlegen
mit der b bestimmt werden soll.

Mit den Vereinbarungen

a=5 rO=0. 001

und dem vereinbartezn Funktionen

e =l rnd 0 3-0 .5 3%

distibr=rib"24a" 22 + FUc1"2-B"22 + 2722

cl1=10 c2=5

rachnet man dos folgende Hodsl | B||d 7.4.2
mo= 150 | MOOELL

o= R0 085 rC13=20

BTest = b + zir2

Abstand = distibTest)

b = if{Abstond < :Abstond, bTest, :bl; bdlr=0

Das Diagramm zeigt das Versuchser-
gebnis. Zur Kontrolle: Fur die gewahlten
Kong(ganten ist das exakte Ergebnis
b =773 ~6.153846.

b

2_

PR
Bild 7.4.3

0 4 ——tf : 1
0 20 40 &0 20 0]

Weitere Aufgaben:
- Die Lage der Orte Aund C
verandern
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- Den Startort fir B verandern

- Den Startwert fur den Zufallsradius r
verkleinern und die Folgen fur das
Endergebnis abschatzen

- Den Zufallsradius r konstant, d.h.
nicht schrumpfen lassen

- Ein anderes Verfahren fir die zufal-
lige Veranderung von b probieren

7.4.2 Kirzester Abstand zu den
Dreiecksseiten

Aufgabe

Suche in einem gegebenen Dreieck den
Punkt, fur den die Summe der Abstande
von den drei Seiten minimal ist.

Mathematisierung

Die Ecken des Dreiecks sind z. B.
A(0]0), B(15|0), C(3.75|7.5). Die Gera-
dengleichungen fur die Seiten lauten
dann:

y=0
y = 2X
y=(30-2x)/3

Die Abstande eines Punktes P(x]y) von
den drei Seiten sind

d]_:ry

dy = (2x-y)

da = (2x+3y- 30)
3~ /13

Losungsidee

Wir verwenden das Prinzip
~-Mutation und Auslese”.

Mutation: Die Lage des Punktes P zum
jetzigen Zeitpunkt wird zufallig ein wenig
geandert (mutiert). Man erhélt so den
Punkt Q.

Auslese: Falls die neue Lage Q gleich
gut oder eine Verbesserung gegentber
der alten Lage P ist, wird die alte Lage
ausgelesen, d. h. P wird durch Q ersetzt.

Losung: Fur r > 0 ist z(r) eine Zufallszahl
mit -r<z(r) <r. Der Punkt P(x]y) mutiert
zu Q(ulv) mitu=x+z(r) und v =y + z(r).

Die Auslesefunktion lautet:

. _ (2x-y) (2x+3y- 30
dis(x,y) =yl + 75 3|

wobei dis(x,y) verkleinert werden soll.

Um die Konvergenz zu verbessern, soll
der Zufallsradius r nach jedem Mutati-
onsschritt um 2% verkleinert werden.

n= 15 |

po= k0,98 rO10=3

U = mtzZop

Vo= gkzor)

do = disc:q, ty?

dl = distu,ul

o= ifid14d0, w, :x3; =01x=12
g = ifedladd, w, :gd; uclx=%

Bild 7.4.4

Nachdem die 15 Mutationsschritte
berechnet sind, zeichnet man die Bahn
die der Punkt (x,y) gewandert ist. Das
erstaunliche Ergebnis ist, dal3 der Punkt
immer in die Ecke mit der kirzesten
Hohe wandert.

5/

Startpunkt

u= £30-2x3/3

——+—+——+—+—+——+~{Bjld 7.4.5
0 0z 4 & B W 1z 14

Weitere Aufgaben:
1. Wahle einen anderen Startpunkt.

2. Beschleunige das Schrumpfen des
Zufallsradius.

3. Wahle ein gleichseitiges Dreieck fur
das Experiment und interpretiere das
seltsame Ergebnis.

Hinweis: Seiten y=0,y=.3 - x,

y=- /3 - x+10/3; Abstiande di =Yy,
_3-xy _ J/3-x+y-10/3

dp =Y, d3 = —
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Startpunkt auflerhalb des Dreiecks

wéhlen!
7.4.3 Stabilitatspunkt dreier Federn
Aufgabe

Drei gleichstarke Federn mit der Feder-
harte D, die mit einem Ende an einem
gemeinsamen Punkt P angreifen, sind
mit dem anderen Ende jeweils im
Eckpunkt eines Dreiecks befestigt. Wo
liegt der Gleichgewichtspunkt P?

Mathematisierung

P liegt dort, wo die Spannungsenergie W
ihr Minimum hat. W:%D(s%+s%+s§),
wobei s;, S; und s; die Dehnungen der
drei Federn sind und D die gemeinsame
Federkonstante ist. Die Abstande
errechnen sich mit dem Satz des
Pythagoras.

Losungsidee

Das Losungsprinzip kénnte man auch
als ,trial and error” bezeichnen. Man
verschiebt den Punkt P versuchsweise
zunachst ein wenig und wertet den
Versuch als  Irrtum, wenn die
Spannungsenergie nicht kleiner wird.

Losung

Far r > 0 ist z(r) eine Zufallszahl mit
-r<z(r) <r. Die versuchsweise Verschie-
bung des Punktes P(x|y) ergibt den
Punkt Q(u|v) der sich mit u=x+2z(r) und
v =y +z(r) errechnet.

Die Ecken des Dreiecks ABC seien
A(0|0), B(b|0) und C(c|d). Die Span-
nungsenergie fur den Punkt P ist dann

W=05-D-({x2+y2 + [(x- b)2 +y2
+J(x- ©)2+(y- d)?)

Der Zufallsradius r soll nach jedem
Versuch um 5% verkleinert werden.

Das Modell rechnet nach folgenden
Eingaben 150 Zeilen, wobei im Verein-
barungsfenster die Eingabe der Funktion

W(x,y) und der Konstanten b, ¢ und d
erfolgt ist.

n = 130

F o= 0 95 r012=2

o= QifC Wi D, tu, txd; o =013=0

y = oo i< HD, tw, o culd; oucl»=0

=%+ Fipr]

W=y + il

WO = MW=, gh

H1 = Heéu,u Bild 7.4.6

Mit dem Funktionsplotter zeichnet man
das Dreieck. Die Gleichungen der Seiten
lauten:

y=0;y=d/lcxc;y=(x- b)*d/(c- b).

Diese Geraden werden mit dem Funkti-
onsplotter eingezeichnet, die Bewegung
des Punktes (x]y) von verschiedenen
Startpunkten aus mit dem Werkzeug
»Aktuelle  Graphik” gezeichnet. Die
Endlage von P liest man am besten aus
der Tabelle ab. Es ergeben sich die
Werte

Xx=4.07undy = 2.67.

Bild 7.4.7

10

Weitere Aufgaben:

- Weitere Startpunkte fur die "trial
and error"-Reise wahlen.

- Modell erstellen fir verschieden
harte Federn.

- Physikalisches Experiment
aufbauen und die Realitat
beobachten und mit den Ergebnis-
sen der Modellrechnung
vergleichen.
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: n_|N1 N2
7.5 Systeme mit festen 20 (8= 8l=g.| |Bild 7.5.2
Ubergangswahr- 1 pe__J28
inli i 2 |48 61
scheinlichkeiten T 17 6T
7.5.1 Die Geschichte vom Nachbarn 4 25.04 169.14
und den faulen Kirschen > 23.644167, 632
6 |23.184|66.187
Nehmen wir an, daR zwei Nachbarn in | 7 |22.479|64.582
Frieden leben und jeder seinen Kirsch- | 8 |21.892|62.841
baum pflegt, daR aber zur Kirschenernte | 9 |21.325/61.219
die heruntergefallenen faulen Kirschen | 18 |28.773|59.637
entfernt werden missen. Am bequem-| 11 [28.237|58.0697
sten ist es, sie einfach in Nachbars | 12 |19.714|56.596
Garten zu werfen. 13 |19.284(55.134
14 |18.788(53.709
Nehmen wir nun ferner an, danR | 15 |18.225(52.322
Nachbar 1 (N1) zu einem bestimmten | 16 |17.754/58.978

Zeitpunkt 60% seiner faulen Kirschen zu
Nachbar 2 (N2) wirft, Nachbar 2 zum

selben Zeitpunkt 20% seiner faulen
Kirschen zu Nachbar 1 wirft.

Aufgabe

Wie entwickelt sich die Kirschen-
schlacht?

Zunachst machen wir ein mathemati-
sches Modell vom Vorgang.

Die neue Kirschenzahl von N1 ist
Nlneu = Nlalt - 60% - Nlalt +20% - N2a|t
N2neu = N2a|'[ - 20% - N2a|t +60% - Nlalt

In der Syntax von Vivitab:
=3

Bild 7.5.1
EN1-0. 6+8N1+D, 2+8N2; "RTTT)=90
BN2-0. 2+8N2+D, 5+BN1; N2(1)=20

n
N
N

1
2

Das Modell wurde durchgerechnet unter
der Annahme, dall 100 Kirschen im
Spiel sind und zun&chst bei N1 80 Stlck
liegen und bei N2 20 Stuck. Der Verlauf
zeigt, dal3 sich die am Boden liegenden
Kirschmengen verschieben und ihre
Summe abnimmt.

Bild 7.5.3

7.5.2 Weitere Aufgaben

1. Variiere die Startzahlen und beob-
achte die Werte, auf die sich die Kirsch-
zahlen einpendeln.

2. Variiere fur bestimmte Startwerte die
%-Werte der geworfenen Kirschen.

Theorie

Versuche die Zahlen N1 und N2 fur
grol3e n theoretisch zu errechnen.
(Hinweis: Formuliere die Modellzeilen
als Folgen und gehe davon aus, daf}
man fir grol3e n zwei aufeinanderfol-
gende Folgenglieder gleich setzen
kann.)
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8 Facheribergreifende
Themen

8.1 Wie Bilder laufen
lernen - Zur Didaktik
der dynamischen

Modellierung

L
55

f

Zersetzung

Der Mathematikunterricht sieht sich nicht
nur den ,zeitlosen” Universalien des
Denkens verpflichtet. Die ,gute Textauf-
gabe”, die bisher das ,aktuelle Leben” in
die Mathematikstunde bringen sollte und
nebenbei auch motivierte, erhalt in der
,computergestiutzten Thema-Stunde”
eine aktuelle methodische Variante.
Starker als fruher liefern andere Facher
die Themenstellung. Schon waére es,
wenn in der Gegenrichtung Erkenntnisse
aus der mathematischen Analyse oder
der Umgang mit den modernen
Werkzeugen fir das dynamische Model-
lieren sich fur den Unterricht der Kolle-
gen in den anderen Fachern als hilfreich
erwiese.

8.1.1 Stundenbild nach Spektrum der
Wissenschaft, November 1989

Thema: ,Veradnderungen der Kohlen-
dioxid-Konzentration in der Atmo-
sphare”

Vorgelegt sei das Bild 8.1.1, das dem
Spektrum der Wissenschaft, Heft 11,
November 1989, S. 73, entnommen ist.

iologische
und chemische
Prozesse

. . Bild 8.1.1
Es zeigt in vereinfachter Form

die Prozesse, die zum Gleichgewicht der
Konzentration von Kohlendioxid in der
Atmosphare beitragen. Genannt werden
als Eintrager bzw. Resorbierer von
Kohlenstoff in Form von Kohlendioxid in
die Atmosphare (alle Angabe in Milliar-
den Tonnen (Mrdt)):

- die Zivilisation durch die Nutzung
fossiler Energiequellen +5 Mrdt
zusatzlich durch Entwaldung +1 bis
2 Mrdt

- Zersetzungsvorgange im Boden mit
Ausgasungen +55 Mrdt

- Kohlendioxid-Aufnahme und Ab-
gabe durch die Pflanzenwelt fiihrt
zu einer Absorption von -55 Mrdt
Kohlendioxid aus der Atmosphare
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- Kohlendioxid-Diffusion und Absorp-
tion in den Weltmeeren bei derzeit
Uberwiegender Absorption zu einer
Absorption von -3 Mrdt, die zum
Teil in die Sedimente absinken

Man errechnet aus den Angaben dieses
statischen Bildes leicht, dal3 die Atmo-
sphare eine jahrliche Nettozufuhr von 3
Mrdt Kohlendioxid erfahrt.

Wichtig sind auch die angegebenen
Potentialzahlen von geschatzten 1720
Mrdt Kohlenstoff im Erdreich, 5000 bis
10000 Mrdt in fossilen Brennstoffen,
38500 Mrdt im Wasserkérper der
Ozeane und nur () 740 Mrdt in der
Atmosphare. Schon diese Zahl im
Vergleich zu den anderen Potentialen
weist auf die Sensibilitdt der Atmosphare
im Kreislaufprozel3 des Kohlenstoffs hin.

Die néchsten beiden Bilder (8.1.2 und
8.1.3) beschreiben Veranderungen der
Kohlendioxidkonzentration in der Erdat-
mosphare. Bild 8.1.2 zeigt ein stetiges
Anwachsen der Kohlendioxidkonzentra-
tion von 290 ppm 1850 bis 340 ppm
1990.

wow oW W oW w
o = N w a u
S ©o o o o o
T T T T

N
o
S

Kohlendioxidkonzentration in ppm
(parts per million, tausendstel Promille)

~N
0o
=]

1 . L " L " s L L L L "
1850 1870 1890 1910 1930 1950 1970 1990

Bild 8.1.2: Kohlendioxidkonzentration

in ppm von 1850 bis 1990

Das zweite Bild vergroRert den Aus-
schnitt zwischen 1958 und 1976 und
weist auf die rhythmische Einwirkung der
sommerlichen Pflanzenwelt der ndordli-
chen Hemisphare hin.

Waéhrend Bild 8.1.1 den Austausch und
das FlieRgleichgewicht des atmosphari-
schen Kohlenstoffs beschreibt, zeigen
Bild 8.1.2 und 8.1.3 auf, dal3 sich der

Aufbau der Atmosphare mit der Zeit
dynamisch &andert.

1 It 1 1 1 1 1 1 1 1 i 1 L 1 1 ! L 1
1967 951 1966 968 1970 w2 974 1976

Jam

Bild 8.1.3: Entwicklung des Kohlendi-
oxidgehalts seit 1958 mit jahreszeitli-
chen Schwankungen

8.1.2 Die Unterrichtsfrage

Wodurch kommt die Dynamik in der
Konzentrationskurve des Kohlendioxids
zustande? Offensichtlich ist der zivilisa-
torische Beitrag in zweifacher Weise
entscheidend:

Durch die Eingriffe in den Bios wird der
Austausch zwischen Photosynthese und
und Atmosphare verandert und durch
Eingriffe in die Vorrate an fossilen
Kohlenstoffen wird gebundener Kohlen-
stoff wieder an die Atmosphare zurtick-
gegeben. Dieser kulturelle Eingriff in die
Austauschstrome zwischen Vorraten an
gebundenem Kohlenstoff und atmospha-
rischem Kohlenstoff hangt zweifellos mit
der Dynamik der Bevdlkerungsentwick-
lung der Erde zusammen.

Die nachsten Bilder zeigen die Entwick-
lung der Erdbevilkerung seit 1775,
Sterbe- und Geburtenziffern getrennt
nach Entwicklungslandern und Industrie-
nationen. Und ferner die Entwicklung der
Gesamtpopulation der Erdbevolkerung
in Milliarden von 1950 bis 1990 und eine
Extrapolationsrechnung  mit drei ver-
schiedenen Szenarien: Wachstumsraten
verandern sich  bis 2025 von 1,74
(1990), wie man es dem Bild 8.1.4
entnimmt auf rechnerische 0,59 (untere
Variante Bild 8.1.5) auf 0,98 (mittlere
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Variante Bild 8.1.5), auf 1,9 (obere
Variante Bild 5). Letztere Variante wirde
bis 2025 zu einer Weltbevolkerung von
9,4!0Mrd. fuhren.

Geburtenziffern Entwicklungslénder

40 -

30

Sterbeziffern

20

Industrienationen

Geburten- und Sterbefalle auf 1000 Einwohner

0o
1750 1775 1800 1850 1900

Bild 8.1.4: Geburten und Sterbefélle
auf 1000 Einwohner von 1775 bis
1985, nach Spektrum der Wissen-
schaft

1950 1985 200

10

5 /

Yy

‘B /
//

: /
/%

Bevdlkerung in Milliarden
a

yd

4 7

2
1950 1960 1970

Bild 8.1.5: Erdbevdlkerung in Milliar-
den mit 3 Szenarien von der DIESA
(Population Division of the United
Nations Department)

1980 1990 2000 2010 2020 20

Fur den Unterricht ist es schon eine
interessante Frage, wie sich aus den
Annahmen die Szenarien ergeben. Man
kann in der
wenigen Rechenschritten oder mit dem
Computer als Werkzeug die Szenarien
in diesen einfachen Fallen nachvollzie-
hen.

Mathematikstunde mit

Der Unterricht konnte sich z. B. langs
der folgenden Aufgaben entwickeln:

Die Differenz zwischen Geburten- und

Sterbeziffern, bezogen auf die ganze

Erdbevolkerung, war 1990:
a=g-d=174%

a) Berechne die Bevolkerungsent-
wicklung unter der Annahme, dal3 a
konstant bleibt von 1990 - 95.

b) Wie sieht der Algorithmus aus,
wenn die Bevolkerungspolitik ab
2000 das Wachstum a auf die
Halfte beschranken kann.

c) Rechne die Szenarien von 1990 bis
2050 und trage sie in die Graphik
ein. Entnimm der Graphik, wann
sich die Erdbevolkerung jeweils
verdoppelt hat.

Feet Wach=tum der Erdbevolkerung

1: Kein Wachstum ab 2000
2: Halbiertes Wachstum ab 2000
-2 3: Konsensmodell 'weiter wie bisher

-4

-0

-2

-5

-4
1750 1720 zooo

Bild 8.1.6 Szenarien Uber das Wachs-
tum der Erdbevolkerung

zo10 zoz0 2030 2040  Jahr

Mit den Uberlegungen zur Bevolke-
rungsentwicklung hat man gleichzeitig
den Schlissel zur dynamischen Betrach-
tung der Kreislaufe von Bild 8.1.1.

Die entscheidende theoretische Annah-
me: Der zivilisatorisch bedingte Kohlen-
stoffeintrag in die Atmosphare ist propor-
tional zur Erdbevolkerung. Fur die
Modellklarheit fassen wir die Modellan-
nahmen zusammen:

Modell 1: Konsensmodell (,alles so wie
bisher, einfach weiter”)



Zentralstelle fir Computer im Unterricht, Augsburg

Seite 143

Wie die Bilder laufen lernen

Annahme 1: Das Wachstum der Welt-
bevolkerung kann nicht beeinfluf3t
werden und wéachst mit 1,74%.

Annahme 2: Der Verbrauch fossiler
Brennstoffe héngt auch in der
Zukunft von der Entwicklung der
Weltbevolkerung ab, also eine
Verdopplung dieser bedeutet auch
eine Verdopplung des Verbrauchs
fossiler Brennstoffe.

Annahme 3: Auf Grund von Abholzun-
gen im nordlichen Nebelwald und
im tropischen Urwald mindert sich
die Waldflache um jahrlich 0.01%
und verringert somit den Beitrag
der Photosynthese.

Die Syntax der Modellgleichungen ist
Vivitab  bzw. META (CoMet Verlag)
angepaldt. Ein Doppelkreuz vor einer
Variable bedeutet eine Referenz auf den
Vorgangerwert. So wird z. B.
Xn+1 =Xn *+1 hier geschrieben als x =
#x + 1).

Jahr =

#Jahr +1; Jahr(1)=1950
{ Model | r echungsj ahr e}
Pop = #Pop + #Pop-0. 0174,
Pop(1)=2.4
{Entwi ckl ung der Erdbevdl -
kerung ab 1950}
Area = #Area - #Area-0.005
Area(1)=1
{Entw ckl ung der \al d-
fl &chen ab 1950}
CKult = 5-Pop
{j &hrlicher kulturbedi ngter
Kohl enst of f ei nt r ag}

CVerwesung = 54.5
{Zersetzung in Erdreich
Hunus, Torf}
Chiffusion = -3

{ Sedi nent i erung von Kohl en-
stof f in den Weltneeren}
CPfl anze = -Area-110+Area- 55
{ Kohl enst of f bi ndung durch
Pf | anzenat nung}
CAtm = #CAtm + CKult + CVerwesung
+ CDiffusion + CPflanze; CAtm(1l)=
651{Bi | anz der Kohl enst of f ei ntréage
und Resorptionen aus d At nosphére}
CQ2Konzentration = (310/651)
CAt m

Um auf den im Bild angegebenen
Melvergleichswert fur die Kohlendioxid-
konzentration zu stol3en, nehmen wir
vereinfachend an, dafl} der Kohlenstoff-
gehalt der Atmosphére und die Kohlen-
dioxidkonzentration direkt proportional
sind (z. B. wird der Anteil an Kohlenmon-
oxidgas und Methangas aul3er acht
gelassen). Es gilt dann

y[CO2 in ppm im Jahr n] =
(310[CO2 ppm 1950] / 651[Mrdt C 1950])

- X[Mrdt C im Jahr n]

Als Modellgleichung also
QRKonzentration = (310/651)-Catm

m
Jr CO2Konz

T €02 Konzentration Prognose ab 195
Startwert 1958 310 ppw
Prognosewert 1988: 332 pem

}
H
H
H
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H
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W
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L. , Jahr ——
1950 55 60 65 70 75 30 85 90 95 00 05 i i b
zleichnen) s{chreiben) T(gschen) T{ixieren) d{rucken} (spel)c(her‘n)

Bild 8.1.7: Ergebnis der Modellrech-
nung des Konsensmodells: CO2-
Konzentration

8.1.3 Was bringt uns die
Modellrechnung?

Zunachst kdnnen wir unsere Modellrech-
nung, die ja 1950 begann, mit der
tatsachlichen Entwicklung vergleichen
und so sehen, ob unsere Modellannah-
men Uberhaupt etwas taugen.

In der Graphik ist als gepunktete Linie
die Modellrechnung eingetragen. Aus-
gangswert ist der Melwert von 1950.
Der Vergleich mit dem MeRwert von
1988 zeigt eine kleine Abweichung von
Modellprognose und MelRwert: Das
Modell prognostiziert 354 ppm CO2, der
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MeRwert, markiert durch das Faden-
kreuz, ist 348 ppm CO2.

Die Simulationsergebnisse und die
Messung stimmen dberraschend gut
Uberein. Wir missen also davon ausge-
hen, dal} die weitere Entwicklung, wenn
Sie den Annahmen 1, 2 und 3 unseres
Szenariums folgt, tatsachlich zu einer
Anderung des Gaskorpers unseres
Planeten fihren wird und sich damit
Folgen fir das Klima der Erde ergeben
werden.

Was ist zu tun? Lauft diese Entwicklung
fir unseren Planeten bereits ,aus dem
Ruder”? Formulieren wir ein optimisti-
sches Modell!

Modell 2: Optimistisches Modell

Annahme 1: Das Wachstum der
Weltbevolkerung kann  politisch
beeinflul3t werden und die Weltbe-
volkerung wachst ab 2000 mit nur
noch 0.5%.

Annahme 2: Der Verbrauch fossiler
Brennstoffe kann durch Technolo-
gischen Wandel von der Bevolke-
rungsentwicklung abgekoppelt und
ab 2000 jahrlich um 1% gesenkt

werden.
Annahme 3: Die  Abholzungen  der
Regenwaélder konnte bis 2000

gestoppt und in eine konservie-
rende Forstwirtschaft umgewandelt
werden. Die nordlichen Staaten
haben |hre landwirtschaftliche
Uberproduktion zugunsten einer
Aufforstung zurtickgefuhrt und seit
2000 wachst die globale Waldfla-
che wieder um 0.5% pro Jahr.

Diese Annahmen sind sicherlich optimi-
stisch. Wir missen zusatzlich nun noch
Annehmen, ab wann diese Rahmenbe-
dingung die Entwicklung leiten.

Die politische Dimension ergibt sich aus
der Frage: Was ware, wenn ... ? Zum
Beispiel:
wenn die Rahmenbedingungen ab
sofort herstellbar waren? Es ergibt
sich der Kurvenverlauf 3 in Bild
8.1.8.

wenn die Rahmenbedingungen
wenigstens ab 2000 hergestellt
werden kénnten? Es ergibt sich der
Kurvenverlauf 4 in Bild 8.1.8.

"i!.l {02Lonz

%Ll Medellpromese ik 1950 H
i 2 Yonsensmodell ‘weiter wie hisher' . -

3. dptwistisches Medell ab 1998 e
w4 dptuistisches Medell ab 2668

1 hewte

Jalr—

e % & % o ox 0 & % % n & o & b & @
gleichmen) sichreikent 1{oschend fTixlerent Krucken! (sweiioleen? E5¢

Bild 8.1.8: Szenarienrechnung zur

C0O2-Konzentration

Im Vergleich zum Konsensmodell, dar-
gestellt durch Kurvenverlauf 2 in Bild
8.1.8, sind die Wirkungen politischen
Handelns deutlich erkennbar.

Die mathematische Umsetzung des
Optimistischen Modells ist im Grunde
lediglich die Einfuhrung einer if-then-el-
se”-Anweisung in das bereits erarbeitete
Modell. So wird aus der Zeile

Pop = #Pop + #Pop-0.0174;
Pop(1) =2. 4 {Entwicklung der
Erdbevolkerung ab 1950}

die Zeile

Pop = if (Jahr < 2000; #Pop +
#Pop- 0. 0174; #Pop +
#Pop- 0. 00852); Pop(1)=2. 4.

Verandert werden muissen analog die
Modellgleichungen fiir die Variablen
Area und CKul t.
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8.1.4 Ergebnisdiskussion

Aus der Sicht der Mathematikdidaktik
erkennt man, dald ein formaler Kern der
ganzen Ausarbeitung die Differenzen-
gleichung 1. Ordnung ist. Alle Modell-
gleichungen sind von der Form
Xp+1 =a-Xn+b, didaktisch vereinfacht
oft geschrieben als Xpeuy=a-Xxg;+b Iin
der hier verwendeten Notation
X=a- #x+ b.

Diese Gleichung wird in der Literatur
auch als Tilgungsgleichung bezeichnet,
wobei dann a-Xn als Kapital nach
Verzinsung und b als Tilgungsrate inter-
pretiert wird. Xp4+1 ist dann das Kapital
fur die nachste Tilgungsperiode.

Dieser Hinweis zeigt, dal3 das vorge-
stellte Thema sich mathematisch keines-
wegs im Neuland, sondern im Bereich
von Wachstums- und Relaxationspro-
zessen abspielt, die im Rahmen der
Potenzfunktionen sowohl im Gymnasium
wie auch in der Realschule im Mathema-
tiklehrplan zu finden sind.

Weitere formale Kerne sind die
- Anwendung von lteration und
- Fallunterscheidung im Algorithmus
und die
- Bewaltigung einer grof3en Daten-
menge durch graphische
Aufarbeitung.

Ein Thema, also mehr als eine Textauf-
gabe, wird das dargestellte Stundenbild
durch seinen Aktualitdtsbezug. Seine
allgemeinbildende Bedeutung ergibt sich
daraus, dal3 das Argumentieren mit
Szenarien im offentlichen Raum seit den
Veroffentlichungen des Club of Rome
haufiger wird. Der Schiler sollte eine
solche Argumentation verstehen und
kritisieren konnen.

Dieses Thema hat schlie3lich noch
einen handlungsvorbereitenden Kern:

Die Prognosen der Szenarien sind
wichtige Argumente fur das aktuelle
Handeln unter dem Aspekt der interge-
nerationellen Verantwortung.

Was wir aus vielen Veroffentlichungen
inzwischen wissen, ist natirlich auch in
diesem einfachen Modell das Ergebnis.
Wir haben uns nur auf das Kohlendioxid
konzentriert. Wir wissen aber, dal} sich
die Methangaskonzentration seit 1765
von 0,8 auf 1,7 ppm verdoppelt hat und
dal3 der Anteil der Fluorchlorkohlenwas-
serstoffe in den letzten 30 Jahren von
praktisch 0 auf 0,001 ppm angewachsen
ist (Philip D. Jones, Tom M. L. Wigley:
Die Erwarmung der Erde seit 1850,
Oktober 1990, Spektrum der Wissen-
schatft). Die Klimamodellrechnung
prognostiziert auf Grund dieser Daten
eine globale Erwadrmung, die aber auf
Grund der trdgen thermischen Reaktion
der Weltmeere erst allméhlich sichtbar
wird.

Die Tragheit der Natursysteme bewirkt,
dall sich die ingesamt katastrophale
Veranderung so langsam vollzieht, daf3
sie der Aufmerksamkeit der nicht natur-
wisenschaftlichen Beobachtung entzo-
gen ist.

Gleichzeitig mit den Gefahren zeigen die
Szenarien auch die Handlungsspielrau-
me. Es gibt kein rasches Handeln mit
der unmittelbaren Folge der Vereitelung
der Katastrophe. Auch der richtig
handelnde wird unweigerlich die Folgen
der Fehlkonzeption unserer Technologie
zu spiren bekommen. Und auch wenn
unsere Kultur sich langst von den fossi-
len Kohlenstoffen in der heutigen
Verwendungsform abgewendet haben
wird, wird sie dennoch die Folgen zu
tragen haben.
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8.2 Temperaturverteilung
in einem Wohnraum

Mit Hilfe eines Tabellenkalkulationspro-
gramms soll die Temperaturverteilung im
Inneren eines Raum bei konstanten
Temperaturen an Wanden, Tiuren und
Fenstern berechnet werden.

Lehrplanbezug: Begriff der Funktion
und ihre graphisches Darstellung

Zeitbedarf: 2 Stunden
- EinfGhrung in die Aufgabenstel-
lung, Programmierung der Tabelle
- Diskussion der verschiedenen
graphischen Darstellungen

Voraussetzungen

Mathematik: Begriff der Funktion mit
einer unabhangigen Variablen,
graphische Darstellungen. Erweite-
rung auf Funktionen in zwei
unabhangigen Variablen, gegeben
durch eine Wertetabelle und durch
ein Verfahren zur n&dherungsweisen
Berechnung der Funktionswerte.

Informatik: Grundlagen im Umgang mit
einem Tabellenkalkulationspro-
gramm (Edieren von Zellen, Kopie-
ren von Zellen, einfache mathema-
tische Formeln, graphische
Auswertung von Tabellen)

Literatur: G. Venz, Losung von Differen-
tialgleichungen mit dem programmierba-
ren Taschenrechner, Miinchen 1980

Raumplan

Es soll zunachst die Temperaturvertei-
lung in einem Zimmer berechnet werden,
das zwei AulRenwande und eine Balkon-
tir hat. Geheizt wird das Zimmer durch
einen Heizkoérper neben einer nur
schlecht isolierenden Balkontir.

18°C

Heizkorper

2000

Flur
20°C

Balkontir
15°C

Bild 8.2.1

8.2.1 Berechnung der Temperaturver-
teilung im Raum

Hierzu wird der Raum in ein quadrati-
sches Gitter eingeteilt. Die Temperatu-
ren an den Randern sind fest
vorgegeben und nicht veréanderbar. Die
Temperaturen an jedem Punkt des
Gitters im Rauminneren stellt sich nach
genugend langer Wartezeit konstant ein.
Es gilt dann der Gleichgewichtsfall und
es stellt sich eine zeitunabhangige
(stationare) Temperaturverteilung ein.
Die Temperatur an jedem Gitterpunkt
kann durch Mittelung Uber die Tempera-
turen in der Umgebung berechnet
werden. Dazu nimmt man die benach-
barten Temperaturen.

1 j

T(i. j+1)

Fli.j)
i )

Ti ) i+, j)

T, 1)

Ternperatur am Gitterpunikt P, ) TiL ) i

T+ T+ )+ T 1) + T+ 1)
4

T ) =

Bild 8.2.2

Es gilt fur die Temperatur T am Punkt
PG, j):

TG, j) =

[T@-1,)) + T(i+1, ) + T(, j-1) + T(, j+1)] / 4
links rechts unten oben
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Die Berechnung wird nun solange
wiederholt, bis keine Veranderungen an
den Eintragen mehr feststellbar sind.
Programmierung in einem Tabellenkal-
kulationsprogramm

1) Festlegen der Gitterkoordinaten

S{1|12|3|4|5|6|7|8|9]10
Z

1/18|18|18[18|18(18|18|18|1818
2120 26
3120 26
4120 26
5120 15
6 |20 15
7

181181818 |18|18|18)18|18|15

Bild 8.2.3

2) Eintragen der Randwerte

3) Eingabe der Formel in eine “innere’
Zelle und (relatives) Kopieren dieser
Formel auf alle inneren Zellen

4) Die Tabelle solange berechnen
lassen, bis die Zahlenwerte sich nicht
mehr &ndern. Dies braucht nicht
programmiert werden, die Tastatur-
steuerung genugt.

Auswertungen

1) Graphische Auswertung einer Zeile
oder Spalte und Diskussion des
Zusammenhangs zur Funktion mit
einer  unabhangigien Variablen.
Geeignet erscheinen Liniengraphen
und Balkendiagramme.

2) Ausdrucken der Tabelle mit den
eingetragenen Temperaturwerten.
Einfarben von Zellen, in denen die
Temperaturwerte in  bestimmten
Bereichen liegen, anhand einer
festgelegten Farbskala ermdglicht
die typische Auswertung von compu-
tergestlzten Graphiken mit Farbco-
dierungen und lal3t Gebiete gleicher
Temperatur erkennen (Isotherme).

3) Schréagbilddarstellungen der Tempe-
raturwerte Uber der (i, j)-Ebene.

Leistungsstarke  Tabellenkalkulations-
programme erlauben die Auftragung der
Zelleneintrdge eines Bereiches als
Balken. Derartige 3D-Balkendiagramme
kénnen auch mit Programmen zur Pra-
sentation von Tabellen erstellt werden
(z. B. Harvard Graphics).

Will man diese Auftragung mit Hilfe
eines einfachen Rechenblattes
erreichen, so mul3 man eine Kopie der
Tabelle zur Auftragung erstellen. Der
Effekt der 3D-Darstellung wird durch
Addition von Konstanten in i- und j-Rich-
tung fur jede Zeile erreicht. Jede Zeile
wird dann als Punktgraph in einem
Diagramm dargestellt. Da auf diese
Weise keine verdeckten Linien bertick-
sichtigt werden, ist es einfacher, die
Punkte in einem Ausdruck von Schilern
verbinden zu lassen.

Schornstein

Kiiche ——| Heizkiarper
1

Flur / \ Balkontur

Bild 8.2.4

Weitere Aufgaben

1) Durch den Raum verlauft ein Schorn-
stein, der das Zimmer zuséatzlich
aufheizt, die Form des Raumes
weicht von der Rechtecksform ab.

2) Durch Vereinfachung der Randbedin-
gungen kann versucht werden,
geradlinige Isothermen zu erreichen.

3) Das Zimmer wird durch einen offenen
Kamin im Zimmer aufgeheizt. Es
zeigen sich kreisférmige Isotherme.

4) Das Augenmerk kann auch starker
auf die Entwicklung des Temperatur-
gleichgewichtes gelenkt werden. Die
Ausbreitung der Warme im Raum
wird dadurch deutlich gemacht und
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es kénnen Analogien zur Ausbreitung w
von Schadstoffen von einer Schad-
stoffquelle mit gleichen Methoden
erortert werden. Der Hinweis auf den
Einfluld der Methode der zeilen- bzw.
spaltenweisen Berechnung erscheint 0
hier sinnvoll und erzwingt die Diskus-

sion von Testeingaben.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 n1 10

.0

3+ 18.018,018,018, 018,018,018, 0 18, 0
4 ** 20,019,118,819,019,821,5 22,2 26, 0**
5 **%20,019,519,319,6 20,5 22,4 23,2 26,0%* 6D . - .
6 **20,019,6 19,4 19,6 20,2 21,822,326, 0%* TR TR T T % TR S R X T /% N V% O
7 ** 20,019,419,119,119,0 18,4 18,2 15, 0**
8 **20,019,018,618,518,418,017,3 15,0**
9 **20,018,018,018,018,018,018,0 15, 0** B||d 826
10 Xk khkkk khkhkk hkhkkhkk khkkkdk *hkkk *hkhk **kd*x **xkhk*
di =2.5
Bild 8.2.5
Bild 8.2.7
ﬁiﬁ C4 |=(B4+C3+D4+CE)/4
L=+ =[] [ [X
&h AlB|lc|lp|lE|JF]la|H]|1]J]K[LIM] N
1 (1801680 180180180180 16,0 18.0: 18.0:18.0
+1 "2 (P00 780187 186 16,7 169193 201 218 26.0
3200195192 191 192195 202 21.3 23.2 2610
4 |200197{19.4 194195199 206 21.7 23.6 26.0
5 200197 195 195196199 205 216 23.3 26.0
B 200197 196194194 196 20.0: 20.7: 22.1i 26.0
7 |P00196 193192192192 192 191:18.3:15.0
N8 [2007947197 1691887187 186 161171 150
~ 2 200190 18.6 185 184183162 172.8 17.0:15.0
10 200 180 18.0:18.0:18.0: 18.0: 18.0: 18.0: 18,0 15.0
O
L O v O P I
L3 S I
21|14 En 570 |l
15 Syl
16 s 24.0
Tg,ll-l ........................
17 et N N I I [ I N
18 S 21.0
19 ﬁﬁﬁ-fﬂ* = X I —
20 KT B R O —
21 10
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8.3 Warmespeicher fur die
Nutzung von
Sonnenenergie -
Dynamische
Simulation

8.3.1 Voraussetzungen

Physik: Energie- und Leistungsbeqriff,
Energieentnahme, Energieverlust,
Warme, Warmekapazitat

Mathematik: Sinusfunktion zur Beschrei-
bung des Temperaturverlaufs

Aufstellen einer Energiebilanz

Literatur: K. Heinloth, Energie, Teubner
Studienbucher, Stuttgart 83, Seite 304 ff.

Programm: Vivitab

8.3.2 Zielsetzung

Vereinfachte Modellrechnungen zeigen,
dal3 bei einem extrem gut warmeisolier-
ten Haus mit einer Kollektorflache von
30 m? und einem gut isolierten Wéarme-
speicher von 3000 m*® im Prinzip der
gesamte Jahresheizenergiebedarf ge-
deckt werden kann. Durch geeignet
Systembeschreibung soll dies mit Hilfe
einer dynamischen Simulation nachvoll-
zogen werden.

8.3.3 Systembeschreibung

Das Wohnhaus bestehe
100 m?

Modellhaus:
aus 100 m? Bodenflache,
Wanden und 100 m? Dach.

Ein Abschatzung zeigt, dal3 der Warme-
verlust von doppeltverglasten Fenstern
dem des Mauerwerks entspricht. Die
mittlere Raumtemperatur wird zunachst
auf 18°C gesetzt.

Langzeitspeicherung von Warme:

Speichergeometrie
- moglichst groRes Verhaltnis von
Volumen/Oberflache
Physikalische Bedingungen
- Speichern der Energie im
Niedrigtemperaturbereich
- gute grof3e Speichermasse bei

hoher spez. Warmekapazitat
' ™

Sonnenkollektor

Licht

]

Bild 8.3.1

gespeicherte
W Erme

W armewverlust
dez Hauses
»

Heizwiime

L

Der Warmespeicher besteht aus einem
wassergeflllten Tank. Die gespeicherte
Warme hangt somit von der Masse des
Wassers, von der Warmekapazitat und
der Wassertemperatur ab. Die Energie,
die dem Warmespeicher entnommen
oder zugefihrt wird, wird durch die
Anderung der Temperatur beschrieben.
Energie des Warmespeichers wird
gegeben durch die Speichermasse
m = 300 000 kg und der Warmekapazitat
von Wasser ¢, = 0,0484 W Tag/(kg °C).
Der Warmeverlust des Speichers wird
mit 50 W/°C angesetzt.

Prinzip der Warmewersorgung liber
Langzeit-Warmespeicher

™,

Sonnenenergie

Sonnenkollektor
Flache: &y

\Y

WS peicher

warmeverlust Y Ermnesveriist

W\u"erlust W'H aus

Haus

Waszertank : Masse m wihnhaus
Temperatur: T [1] .

Energie des Sonnenkollektors| Bild 8.3.2
aus der Kollektorflache A« = 30 m? und
seiner mittleren Leistung d, = 100 W/m>.
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Der Warmeverlust des Hauses hangt
von der Isolierung des Wande, des
Daches und des Bodens ab. Diese
Verlustleistung betragt ungefahr
350 W/°C.

Energiednderung des Speichers proTag:
c, mdT = dWs - dW, - dW,

Die gespeicherte Warme pro Tag teilt
sich auf in den Anteil, der die gesamte
gespeicherte Energie des Tanks erhdht,
vermindert um die Energie dW,, die
durch mangelnde Isolierung verloren
geht und die Energie dW,, die zum
Beheizen des Hauses entnommen wird.
Sowohl der Warmeverlust des Speichers
als auch die fur die Heizung entnom-
mene Warme hangen von der
Umgebungstemperatur ab. Die Warme,
die auf diese Weise dem Speicher pro
°C Temperaturunterschied entnommen
wird, wird mit 50 W/°C angesetzt. Die
gesamte Energieverlust ist dann durch
den Term 50 W/°C (Ts - T,) gegeben. T,
ist die jahreszeitlich schwankende
Lufttemperatur der Umgebung.

Entsprechend gilt fir das Beheizen des

Hauses, wenn man eine gewulnschte

Raumtemperatur von 18°C annimmt:
200W/°C (Tn - To).

Die Umgebungstemperatur kann im
einfachsten Fall durch eine Sinusfunk-
tion mit der Scheitelhdhe als Jahrestem-
peraturschwankung um den Jahres-
mittelwert formuliert werden:

To (t) = Thitel + TSChwankung Sln(2p/360 d* t)
mit Tschwankung = 12°C und Tmire = 13°C

Die Energiebilanz pro Tag lautet nun:
0,0484 W d/kg °C 300 000 kg dT(t) =

100 W/m2 * 30 m? - 50 W/°C (T -T,) -
350 W/°C (T - To).

Uns interssiert der zeitliche Temperatur-
verlauf, deshalb |6sen wir die Gleichung
nach der Temperatur dT(t) auf:

dT(t) = [(3000 W - 50W/°C (Ts - To)
- 350 W/°C (Ty - To)] / (0,0484 300 000
d) °C

Will man die gesammelte Energie
wissen und daraus dann die Temperatur
bestimmen, muf3 man diesen
Anderungswert zum aktuellen Wert
addieren. Man berechnet nun in Schrit-
ten von einem Tag den Wert dT und
addiert diesen zur gerade erreichten
Temperatur des Speichers. Gilt dT > 0,
so wird sich die Temperatur im Speicher
erhbhen, sonst wird dem Speicher
Energie entzogen, also kuhlt er sich ab.

Modellgleichungen

n = 360
Zahl

der Berechnungsschritte ist
gl ei ch der Anzahl der Tage

t =#t + 1; t(1) =0
Zei tangabe i n Tagen
TO = 12 sin (0.018 t) + Tm

Jahr est enper at urver | auf,
Jahresnittelwert Tm = 13°C

W = 50 (T TO)
War never | ust des Spei chers
Wh = 350 (Th - TO)
War meent nahme zur
Behei zung des Hauses
T = #T + (3000 - W - W) dt /
(cp m; T(1) =10

Bi | anzgl ei chung nit
einem Startwert von 10°C
Konst ant en
cp = 0.484
War nrekapazita von Wasser
pro Tag und pro °C

m = 300000
Wassermasse in kg
dt =1
Zeitschritt 1 Tag (1d)
Tm = 13
Jahresnittel in °C
Th = 18

Raunt enmperatur in °C
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Hodell-Editor
666,

#t+dt; t(1)=0
12+#sin(0.018+t)+Tn
5B+ (HT-TH)
if(TB<18, 358+(Th-T0), B)
T = #T+(3008-Wv-Wh)+dt/(cp*n); T(1)=18

=E
<o
nuon

Tahellenﬂknn‘ftanten, z.B. tB=1n(2) (Knnst1antennane maTx. [ Zaeichen)

M

Datei Rechnen Tabelle Ordnen Grafik Zeichnen Option Hilfe UIVITAB

Grafik 1

+]

hr

cp = B, n = 366060 dt =
Th = 18
Zeile gusschpeiden @® ein . Abbrechen
Kontrolle: o 4y [0k
Bild 8.3.3
Datei Rechnen Tabelle Ordnen Grafik Zeichnen Option Hilfe VIVITAB
£ DATENAKERPH T aIPaP eGP 3 W] Grafik 1 +
S5: B B N
U cp = B.8484; m = 300060; dt = 1; 1
u2:
Wert:[1750 *
n |t Ta [ th T
666 |#t+dt [12+sin[58+(4T[if (TA[#T+(30] .,
1 e 13 758_|18
2 3.216/-168.7|1674.4/18.182
3 2 3.431/-166.4/1598. . Q"N
4 13 3.647]-171.8[1523. .323
5 4 3.863|-176.9|1447. .443
65 4,078|-181.7|1372.5/18.567 =0
7 |6 4,293|-186.2|1297. .697
8 |7 4,568/-198,5[1222, .833
9 |8 4,7221-194.4/1147. 974) 1o
10 |9 4,935/-198.08|1872.5[11.120
11 |18 5.148/-261,3(998.67(11.272
12 |11 5.360]-204.4[923.02[11.429] 3
13 [12 5.571|-207.1]849.83 .59%‘
4 |13 5.782|-289.5|776.14 739
5 |4 5.992/-211.6(7082.76/11.932]- 1=
6 |15 6.208|-213.4]629.72]12.110
L]
Bild 8.3.4

Hodell-Editor

n = 666
t = #t+dt; t(1)=6
T8 = 12#sin(B.B18+t)+Tn
Wy = 58+(HT-TB)
Wh = if(TB<18,35B+(Th-T0),B)
T = HT+(3000-Wy-Uh)«dt/(cp*m); T(1)=10
W = Hy+lih
Bild 8.3.5
Datei Rechnen Tabelle Ordnen Grafik Zeichnen Option Hilfe VIVITAB
] Grafik 2 +
b
oo Heizleistung + Wirmeverlust
Wk = 3860 Y
eooe Wh=350 Y
We =50 W
(P r—— T T e BT B B e
L

Bild 8.3.6

1
Bild 8.3.7

)

AT Wenn 1398°C, damn wind der Kollektor aboedeckt,

HE

1

14

by HK=9948 W

- ™ T —

0.

oA Kk=5808_N

b5

0.5

h He=48R W

0.3

LR

L X

[

0.1

0.2 3
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Bild 8.3.8
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8.4 Verkehrsfluld und
Geschwindigkeit im
StralRenverkehr

8.4.1 Ziel

Es soll gezeigt werden, daf3 die Zahl der
Fahrzeuge, die auf einer Stral3e in einer
bestimmten Zeit an einem vorbeifahren
konnen, durch Verringerung der Ge-
schwindigkeit gesteigert werden kann
(Modell des absolut sicheren Ab-
standes).

8.4.2 physikalische und technische
Begriffe

Faustregel: Es zeigt sich, dal3 ein zeitli-
cher Anstand der Fahrzeuge im Stral3en-
verkehr von ungefdhr 2 Sekunden
sinnvoll ist. Diese Zeitmarke kann man
leicht selbst kontrollieren, in dem man
den Abstand durch Zahlen der Sekun-
den (langsames Zahlen "21, 22, ...") an
markanten Stral3enbauwerken, z. B.
Briicken, feststellt. Nach 84 der Stral3en-
verkehrsordnung muf3 der Mindestab-
stand vom vorausfahrenden Fahrzeug
so grof3 sein, dald man noch hinter ihm
sicher halten kann, wenn es plétzlich
bremst. Die Rechtssprechung geht aber
davon aus, da? mit einem plotzlich
stehenden Hindernis im allgemeinen
nicht zu rechnen ist. Also kann man in
den eigenen Halteweg den Mindestab-
stand des Vordermanns einbeziehen.

Halteweg: Eine gute Regel besagt, dal3
der Halteweg h ist die Differenz aus den
Mindestabstanden von zwei Fahrzeugen
und dem mittleren Platzbedarf von 2
Fahrzeugen:

h=2Smin-2-7m :smin:%+7m

'-—? Haltewaq H —T‘ 2 7m
—ﬁi =
|

g !

S min }

S min

Bild 8.4.1

Bremsverzégerung: Der Halteweg wird
weiter stark von der Qualitat der
Bremsen beeinflult. Als Mafd gilt die
Zahl, die angibt welche Geschwindig-
keitsanderung in einer 1 Sekunde
erreicht wird. Gesetzlich vorgeschrieben
ist eine Geschwindigkeitsabnahme von
mindestens 2,5 m/s in 1 Sekunde; ublich
ist eine Bremsverzogerung a von ca.
5 m/s pro 1 Sekunde. Aus den Gleichun-
gen fur die gleichmalig beschleunigte

Bewegung f(zjlgt far den Bremsweg S:

S Vil
S_Za

: _ _ \Y

Also mit a =5 m/s2 folgt S = SEmieZ
Reaktionsweg: Zwischen dem Auftreten
eines Hindernisses und dem Betétigen
der Bremse vergeht eine vom Fahrer
abhangige Zeit t;, die sog. Schreckse-
kunde. Der Weg, den das Fahrzeug mit
der Geschwindigkeit v in dieser Zeit
zurucklegt, muf3 zum eigentlichen
Bremsweg addiert werden.

Mindestabstand ist somit:
Smin = % +7m
_ S+vits
V22
_ Z+V'ts
- 2

+7m
+7m.

Zeitlicke t*, die man zum Durchfahren

dieses Mindestabstandes braucht ist
also:
t*_smin
==gn
Zahlpozte

T i

Bild 8.4.2




Zentralstelle fir Computer im Unterricht, Augsburg

Seite 153

Verkehrsflul3 und Geschwindigkeit im StralRenverkehr

Eine Betrachtung des Graphen der
Funktion t* = t*(v) zeigt ein flaches
Minimum, das etwas unterhalb des
empfohlenen 2-Sekunden-Wegab-
standes bei einer Geschwindigkeit
ungefahr 30 km/h (ungeféahr 9 m/s) liegt.
Bei niedrigen, aber vor allem bei
hoheren Geschwindigkeiten wird dieser
2-Sekunden-Wegabstand deutlich Gber-
schritten.

Verkehrsstrom: Wieviele Fahrzeuge
kbnnen in einer bestimmten Zeit an
einem Beobachtungspunkt am Strafl3en-
rand passieren?

Bei einer Zeitlicke t* von 2 Sekunden
sind das also 1800 Fahrzeuge. Der
Verkehrsstrom

1800 Fahrzeuge
- 1lh '
. __;L__ Y]
Allgemein J =4 =5,

Kolonnenlange: Fahren n Fahrzeuge in
einer Kolonne, so hat diese die Lange
L=n-syin. Die Kolonne fahrt mit der
Geschwindigkeit v in der Zeuit t = L/v an
einem  Zahlposten vorbei. Dieser
registriert den Vfle_rkehrsstrom

J_ﬂ_smin_ v _1
-t~ % ~ Smin T t*-

In einer Tabelle kann man nun t* aus der
Bremsverzogerung a in Abhangigkeit
von v berechnen und erhélt damit eine
Tabelle fur den Verkehrsstrom J in
Abhéangigkeit von v: J = J(v).

8.4.3 Aufgaben

Modellierung in Vivitab:

n 1] s H om

388 (n = 306

1 % = U+B 1; wil>»=0@

F E = @, 9xyrzra

3 H= Stux

4 Smin_= H-72+7

b t = EminsSw .

g I =1-°¢ Bild 8.4.3

8
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Die Graphen fur folgende Parameter
sollen in geeigneter Fragestellung unter-
sucht werden:

- Bestimmung des grol3ten Verkehrs-
stromes; Geschwindigkeitsbegren-
zung an Autobahnbaustellen

- Einflu3 der Bremsverzégerung;
Fahrzeuge mit ABS

- Einfluld der LaAnge der Schreckse-
kunde; Einflul3 von Arzneimitteln

- Einflul des mittleren Platzbedarfs
eines Fahrzeugs (* 7m);
LKW-Fahrverbot

- Diskussion der Staugefahr bei
niedrigen Geschwindigkeiten;
~Stop-and-go”-Verkehr

- Bedeutung der Richtgeschwindig-
keit von 130 km/h
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8.5 Stufenweise
Modellierung eines
dynamischen Systems

8.5.1 Mathematisches Modell eines
dynamischen Systems

Beim Verfahren der Systemdynamik wird
ein dynamisches System in seiner zeitli-
chen Veranderung modelliert. Das zu
modellierende System besteht i. a. aus
mehreren ZustandsgréRen A, B, C, ...,
die zahlenmal3ig erfallbare Werte
annehmen. Diese  Zustandsgréf3en
andern sich in Abh&ngigkeit von der Zeit
(,dynamisch”) und hangen zudem
gegenseitig voneinander (,System”) bzw.
von Konstanten ab.

A: A(t) = fa(B,C,...t)

B: B(t) = fs(A,C,....K,...1)

C: C(t) = fc(A,B,....k,...1)

Diese ZustandsgrofR3en lassen sich in
ihrem wechselseitigen Wirkungsgeflecht
auch graphisch darstellen:

B(t) 6&—K

7Y

A(t) ﬁ C(t)

Bild 8.5.1

Der zeitliche Ablauf dieser Zustands-
groRen A, B, C,... z. B. in Form ihrer
Funktionsgleichungen

fa(B,C,...1), f5s(A,C,... k,...1), fc(A,B,....k,...1),
. ist nicht bekannt und soll durch das
Modell erst ermittelt bzw. approximiert
werden.

Dazu muf3 man lediglich wissen, wie sich
der Wert einer Gré3e zu einem jetzigen
Zeitpunkt t aus dem Wert der Gro3e zu
einem vorhergehenden Zeitpunkt t - Dt

berechnen laRt. Nach dieser Anderung
oder Differenz DA der Gro3e A wahrend
des Zeitintervalls Dt nennt man solche
Gleichungen Differenzengleichungen:
DA = A(t) - A(t - Dt)
bzw. A(t) = A(t - Dt) + DA

Die Anderung DA kann vom vorigen
Wert A(t - Dt) sowie auch von den
weiteren SystemgroRen B, C,... und
Konstanten abhangen:
DA = fDA(A(t - Dt), B(t - Dt),
C(t-Dt),....k,...)

Dies gilt entsprechend fur die weiteren
SystemgroRen B, C,... und ihren
Anderungen DB, DC,... (LieRe man die
Zeitschritte Dt gegen Null gehen, so
wurde aus der Differenz DA das Diffen-
tial dA, aus dem Quotienten DA/Dt die
Ableitung dA/dt der Grol3e A, aus der
Differenzengleichung wiurde eine Differ-
entialgleichung). Die Gleichungen fir die
Anderungen oder Differenzen DA, DB,
DC,... konnen i. a. von sehr einfacher
Struktur - meist lineare Gleichungen -
sein. Basis der Modellierung ist also ein
Differenzengleichungssystem.

A(t) = A(t - Dt) + DA
B(t) = B(t - Dt) + DB
C(t) = C(t - Dt) + DC

mit den weiterenen Gleichungen fur DA,
DB, DC,...

Die Ergebnisse bzw. Losungen dieses
Differenzengleichungssystems  werden
durch geeignete numerische Naherungs-
verfahren ermittelt. Alle diese Verfahren
gehen nach einem ahnlichen iterativen
Prinzip vor: ausgehend von den
Anfangswerten fur Ao, Bo, Co,... zum
Zeitpunkt t, des Starts der Simulation
werden durch Einsetzen in die Differen-
zengleichungen des Systems alle ihre
Werte A.;, B:, C,,... fir den néachsten
Zeitpunkt t;=to+Dt berechnet, aus diesen
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wiederum die fur den folgenden Schritt
usw. Dabei kann das Verfahren zur
Berechnung von A(t) aus A(t-Dt) in erster
N&herung sehr einfach sein. Dadurch
werden in vielen Fallen ausreichende
qualitative Ergebnisse erzielt. Fir eine
Verfeinerung liegen verschiedene
numerische Verfahren vor, welche die
zahlenmaRigen Ergebnisse verbessern
kénnen.

8.5.2 Verfahren der Modellierung

Nach dem Verfahren der Systemdynamik
wird die rechnergestiitzte Modellierung
zweckmaligerweise in einzelnen Schrit-
ten durchgefuhrt. Zuerst werden die im
betrachteten Bereich relevanten GroR3en
definiert und in einer schlichten Liste
(Bild 8.5.2) gesammelt. Sodann wird ein
rein qualitatives Netz ihrer Abhangig-
keiten in Form eines Kausaldiagramms
gezeichnet (Bild 8.5.3). Die kausalen
Zusammenhange werden in Wirkung-
spfeilen symbolisiert. Die Verfeinerung
dieses Netzes zu einem Fluf3diagramm
(Bild 8.5.4), bei dem Zustandsgrol3en,
Raten und Konstante mit unterschiedli-
chen Symbolen dargestellt werden,
erleichtert die folgende algebraische
Formulierung der einzelnen Abh&ngig-
keiten in Form von Differenzenglei-
chungen (Bild 8.5.5). Der Rechner
ermittelt daraus und aus den
Anfangswerten fir die Grof3en (Bild
8.5.6) das Verhalten aller (brigen
ZustandsgrolR3en, d. h. das Verhalten des
gesamten Systems. Dies wird als
Tabelle (Bild 8.5.7) der Zahlenwerte
oder in Form von Funktionsgraphen
(Bild 8.5.8) dargestellt.

Liste:

Gesamtpopulation
Kranke

Gesunde
Krankheitsdauer
Infektionen
Infektionsrate
Geheilte

Immune

Bild 8.5.2

Kausaldiagramm:

Infektionsrate Krankheitsdauer

Gesunde Infektionen Kranke Heilungen

Bild 8.5.3

FluRdiagramm:

Hei1unan

Pl
Kradauer
& sundle Krank
Infektionen

Inferate

Bild 8.5.4

Modellgleichungen:

Kr anke, .= Kranke;.,
+| nf ekti onen,.;- Geheil te,.;
CGesunde; := Gesunde;.,

-1 nfekti onen,.;+Geheil te.,
I nf ekti onen; = Kranke,.,*Gsunde;.,
*| nf ekt i onsr at e/ Gesant popul ati on
Ceheilte, := Kranke;.,

| Kr ankhei t sdauer

Bild 8.5.5
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Startwerte:

Per sonen 1000
I nfektionsrate 0,3
Kr ankhei t sdauer 4

Bild 8.5.6
Tabelle:
Tage: Ge- Infek- Kranke: |Hei- Ge-
sunde: [tionen: lungen: | heilte:
0| 1.000 1 1 0 0
1 999 1 2 0 0
2 998 1 3 0 1
3 997 2 4 0 1
4 995 3 7 1 2
5 992 5 12 1 3
6 986 9 20 2 5
7 977 15 32 3 8
8 963 23 53 5 13
9 939 37 84 8 22
10 902 57 133 13 35
11 845 84 204 20 56
12 761 117 300 30 86
Bild 8.5.7
Graph:

Seuche?

1000
900
800
700
600
500
400
300
200
100

0

—— Anfalige —=— Kranke —+— Geheilte

=+ Infektionen  —=— Heilungen

Bild 8.5.8

Durch systematisches Variieren der Ein-
gangsparameter (Startwerte, Konstante)
ergeben sich Klassen von Ergebnissen,
die Auskunft Gber die dynamische Struk-
tur des Systems geben. Die Ergebnisse
werden mit der beobachteten Realitat
bzw. der erwarteten Prognose ver-
glichen. Abweichungen werden diskutiert
und konnen Anlal? geben zur Korrektur

von Eingabeparametern, evtl. auch zu
Anderungen an der Modellstruktur.
Dieses interaktive ,Spielen” mit dem
Modell kann zu einem tieferen Begreifen
des modellierten Bereichs fuihren.

8.5.3 Weg zu klassischen Funktionen

Nur ein Teil der Differenzenglei-
chungssysteme bzw. der entsprechen-
den Differentialgleichungssysteme besit-
zen Losungen, die sich als analytische

Funktion  formulieren lassen. Der
grolBere Teil dynamischer Systeme
besitzt keine solche geschlossene

Losung, dennoch laft sich ihr zeilicher
Verlaufr  mit dem  beschriebenen
Verfahren approximieren.

Im folgenden sollen die funf Klassen von
Systemen betrachtet werden, von denen
vier in ihrem zeitlichen Verlauf den in
Sek. | behandelten Funktionstypen ent-
sprechen: lineare Funktion (Gerade),
Potenzfunktion (Parabel), Exponential-
funktion, Winkelfunktion (Kosinus).
Dabei wird gezeigt, dal3 jedem dieser
Funktionstypen eine bestimmte (gra-
phisch als Kausal- oder FluRdiagramm
darstellbare) Modellstruktur eindeutig
zugeordnet ist. Der topologischen Struk-
tur eines dynamischen  Systems
entspricht jeweils ein charakteristischer
zeitlicher Ablauf in Form einer dieser
Funktionen. Dabei wird von einem
konkreten Beispiel ausgegangen, wie es
sich in der Realitat in vielen Fallen
beobachten laft.

Das rechnerische Verfahren zur Losung
des Differenzengleichungssystems geht
schrittweise vor. Die Anderungen aller
Grofen zum  jetzigen Zeitpunkt
gegenuber dem vorigen Zeitpunkt
werden aus den GrofRen zum vorherge-
henden Zeitpunkt berechnet und zu
diesen hinzuaddiert. Dieses Verfahren
wird fur alle Zeitschritte im untersuchten
Zeitintervall wiederholt. So werden die
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Anderungen in den ZustandsgroRen | Schreibweise des bestimmten Integrals
akkumuliert. Daraus ergibt sich eine | wirde lauten:

Folge von Zahlen(tupeln), die dem
Verlauf der funktionalen Abh&ngigkeit
der SystemgroRen von der Zeit
naherungsweise entspricht.

Die fur das Verstandnis des Verfahrens
vorauszusetzenden mathematischen
Kenntnisse sind gering und i. a. in Sek. |
vorhanden: Umgang mit linearen
Gleichungen bzw. linearen Gleichungs-

systemen, bei denen der in einer
Gleichung  ermittelte  Wert  einer
Variablen in die folgende Gleichung

eigesetzt wird. Da alle dynamischen
Prozesse zeitabhangig sind, ist die
unabhangige Variable Ublicherweise die
Zeit t bzw. die Rechtswertachse im
Diagramm die Zeitachse. Um mehr
Ubereinstimmung mit den gewohnten
Variablenbezeichnungen zu erreichen,
wird im folgenden als unabhéngige
Variable x gewéhlt. Die SystemgrofRe A
wird zur abhangigen Variablen y.

Die Differenzen Yn-Yn-1=4AYn-1
zwischen dem neuen und dem alten
y-Wert lassen sich durch Division durch
die Intervallange Dx normieren auf den
Differenzenquotienten Dy./Dx. Dieser
Differenzenquotient wird hier in erster
Naherung durch die Ableitung oder Rate
y' ersetzt. Die Differenzen Dy=y' Dx
werden in y akkumuliert. Der n-te Wert
von y ergibt sich folglich als Summe von
Anfangswert yo, plus alle folgenden
Anderungen maInSchrittweite (y'i  Dx):

_ /
Yn=Yo +i:21 Y- AX

Diese Akkumulation kann als
propadeutischer Einstieg in das Prinzip
der Integration gelten; die akkumulierte
Grofe y bildet einen Naherungswert flr
das bestimmte Integral tUber der Differ-
enz y' im berechneten Intervall von Xx.
Die Naherung wird um so genauer, je
kleiner die Schrittweite Dx wird. Die

Xn /

8.5.4 Realisierung mit
Tabellenkalkulations-
programm

Als Werkzeug zur rechnergestitzten
Modellierung eignen sich allgemeine
Programmiersprachen, spezielle Simula-
tionstools oder auch Tabellenkalkula-
tionsprogramme aus der Standard-
software. In den folgenden Beispielen
wird das Tabellenkalkulationsprogramm
aus dem integrierten Standardsoftware-
paket MS-Works eingesetzt. Es eignet
sich wegen seiner standardisierten
Oberflache und seines integrierten Gra-
phikteils gut und erfreut sich gegenwar-
tig relativ weiter Verbreitung. Eine
analoge Ubertragung auf vergleichbare
Kalkulationsprogramme ist leicht
maoglich. (Aus typographischen Grinden
bei der Tabellenkalkulation mufd3 im
folgenden leider auf eine Unter-
scheidung zwischen Dx und dx bzw. Dy
und dy verzichtet werden.)

In den Rechenblattern werden die
(Zeit-)variable x und die zeitabhangigen
ZustandsgroBBen y (y', y",...) in Spalten
errechnet und in einem Diagramm als
Punktfolge dargestellt. In einer Zeile
stehen dann jeweils die Werte fur x und
alle weiteren GrofBen zu diesem
Zeitpunkt.

Zum Vergleich werden die entsprechen-
den Werte fiur die Funktion f(x) direkt
aus der vorgegebenen analytischen
Glei-chung ermittelt und in einer
weiteren Spalte in die Zeilen der jeweili-
gen x-Werte geschrieben. Ihr Graph wird
als Linie gezeichnet.

Durch ein Variieren der Parameter des
dynamischen Systems einerseits bzw.
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der analytischen Gleichung andererseits
kénnen die y-Werte zur Ubereinstim-
mung bzw. die Graphen zur Deckung
gebracht werden. Fur diesen Fall ist
dann gezeigt:

- die Werte der Spalte y gehorchen
auch der Gleichung fur f(x),

- f(x) ist somit im betrachteten
x-Intervall eine (angenéaherte)
Losung des Differenzen- bzw.
Differentialgleichungssystems,

- four die gewahlten Anfangswerte
und Parameter des Differenzenglei-
chungssystems ergeben sich die
entsprechenden Parameter der
Losung f(x).

Diese Aussagen sind dann zwar nicht im
strengen Sinne bewiesen, doch erhalten
sie durch eine grol3e Anzahl von
Stichproben eine gewisse Plausibiltat.
Theoretisch kdnnte durch beliebig kleine
Wahl der Schrittweite dx die Funktion
f(x) beliebig genau approximiert werden,
wobei sich die Zahl der Iterationen
entsprechend erhdhen wuirde; in der
Praxis am Rechner ist aber aus Grinden
der Rechenzeit und des Speicherplatzes
nur eine Uberschaubare Zahl von Schrit-
ten moglich. Auch erhéht sich bei grol3er
Schrittzahl der Gesamtfehler durch
Akkumulation der endlich grof3en
Rechenfehler des Computers bei jedem

Schritt erheblich. Eine numerische
Verbesserung der Ergebnisse konnte
auch durch geénderte Approximations-
verfahren erzielt werden: verbessertes
Euler-, Runge-Kutta-, Pradiktor-Korrek-
tor-, Adam-Bashforth-Verfahren u. a.
Diese Standardthemen der numerischen
Mathematik sollen hier zugunsten einer
einfachen Uberschaubarkeit fur Schiler
der Sek. | aul3er Betracht bleiben.

Zum ersten Einstieg kann die Schritt-
weite sogar dx = 1 gewahlt werden.
Dadurch vereinfachen sich die Differen-
zengleichungen;

z.B.statt  yn=yn.1+yp-dx

nur Yn=Yn-1+Yn

Dann koénnen die y-Werte auch als

Zahlenfolge betrachtet werden:
Anfangswert der Folge

(ap) Yo
Bildungsgesetz
(@p-1—an) Yn=Yn-1+Yn

Im Falle der Geraden ist y’ konstant;
daraus folgt yn=yn.1+y,  bzw.

yn=Yo+2y und yn=yg+n-y’, woraus
i=1

sich mit x :==n, m:=y undt =y, die
Geradengleichung y=m-x+t direkt
ergibt.
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8.5.5 Lineare Funktion (Gerade)

Anwendungsbeispiel

In einen z. B. mit Wasser gefillten
Behalter mit dem Pegelstand y [I] flieRe
pro Zeiteinheit [min] ein konstanter
ZufluB3 y' [lemin™] zu.

Zeit

Zeit X [z. B. min]

(da diese Gleichung fur alle Modelle in
gleicher Weise gilt, wird sie bei den
folgenden Modellen nicht mehr ange-
geben).

Zustandsgroi3e

Pegel y [z. B. 1]
Rate

Zuflug y' [z. B. lsmin?]
Kausaldiagramm

' y | Bild8.5.9
FluRdiagramm

1 y
Y|
Bild 8.5.10

Modellgleichungen
Zeit Xn =Xp. 1 +dX [min]
Pegelstand yn=yp.q +y/-dx  [I]

Der Zeitpunkt xn errechnet sich aus dem
vorigen Zeitpunkt X,.q durch Addition
des Zeitschritts dx. Der neue Wert yn fir
den Pegelstand ergibt sich aus dem
alten ypn. 1 durch Addition der Differenz

y' - dx. Systemdynamische Formulierung:
In der ZustandsgrofRe y wird pro Zeitein-
heit die konstante Rate y' akkumuliert.

Eingabeparameter der
Modellgleichungen

Anfangswert fr X:  Xo [min]
Schrittweite fur x:  dx [min]
Rate: y' [lemin™]
Anfangswert firy:  vo 1]

Im Rechenblatt werden Felder fur die
Eingabeparameter angelegt und Spalten
fur die Modellvariablen x und vy. Fur
bestimmte Parameter ergeben sich im
Rechenblatt verschiedene Wertetabellen
fur x und y, die im Diagramm jeweils als
Punkte dargestellt werden.

Beispiel fur die Wahl der Parameter

x0 0 [min]
dx 0,1 [min]
y' 0,8 [lemin?]
y0 1 [
Rechenblatt mit Formeln
Xx0: 0
dx: 0,1
yO0: 1
y' 0,8
X y
=$x0 1
=7(- 1) S+$dx =7(-1) S+$y' *$dx
=Z(-1) S+$dx =Z(-1) S+$y' *$dx
=7(- 1) S+$dx =7(-1) S+$y' *$dx
' Bild 8.5.11
Rechenblatt mit Zahlenwerten
GERADE1.WEKS
A [ B [ c ]
1 *0: 0.0
Z e 01
3 i 1
1 ' 0.8
5
B ® s Y
7 n.o 1.00
8 0.1 0,08 1.08
9 ne 0.0g 1.16
10 0.3 0.08 1.24
11 0.4 0,08 1,32
12 05 0,08 1.40
13 0.6 0,08 1.48
14 0z 0,08 1.56
15 na 0.0g 1.64 H
16 n4 0.0g 1.72 Blld 8512
17 1.0 0,08 1.80
18 1.1 0,08 1.88
19 1.2 0,08 1.96
n 14 nna ?n4d
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Diagramm
= GEHADET . WEKS - Diagramm} -
Berade
4,00 .
...
3,50 .
...
3,00 o
..
2,50 o
..
v 2,00 ot
..
1,500 "
..
1,004 :
Bild 8.5.13
0,50
0,00
0,0 0,5 1.0 1,5 2,0 2,5 3.0 3.5 4.

Die Punkte liegen offensichtlich auf einer
Geraden. Um dies zu erhérten, wird das
Rechenblatt um eine Spalte erweitert, in
welcher zu den jeweiligen x-Werten die
Werte f(x) nach der Geradengleichung
berechnet werden.

Funktionsgleichung
f(x):y=mx+t

Eingabeparameter der
Funktionsgleichung

Steigung m
y-Achsenabschnitt t

Die Funktion f(x) wird als Linie
gezeichnet.

Beispiel fur die Wahl der Parameter

m 0,9

t 1

f(x):y=0,9x +1

. Bild 8.5.14

Rechenblatt mit Formeln
x0: 0 m 0,9
dx: 0,1 t: 1
yO: 1
y': 0,8
X y f(x)
=$x0 1 =$mm ZS( - 2) +$t
=Z(-1) S+$dx  =Z(- 1) S+$y’ *$dx  =$mr ZS( - 2) +$t
=7(-1) S+$dx  =Z(- 1) S+$y’ *$dx  =$mr ZS( - 2) +$t
=7(-1) S+$dx  =Z(- 1) S+$y’ *$dx  =$mr ZS( - 2) +$t

Rechenblatt mit Zahlenwerten

GERADE1.\%KS
A | B | ¢ |po] E
=0 0o rr: 0.9
o 0.1 t 1.0
yll: 1
y' 0.8
x ' W fa)
0.0 1.00 1.00
0.1 0.08 1.08 1.09
0.2 0.08 1.16 1.18
04 0,08 1.24 1.27
0.4 0,03 1,32 1,36
0.5 0,03 1.40 1,45
0.6 0.08 1.48 1.54
07 0.08 1.56 1.63
0.8 0.08 1.64 1.72
0.4 0.08 1.72 1.81
1.0 0,03 1.80 1,90
1.1 0,08 1.88 1,99 .
12 008 1.96 20| | Bild 8.5.15
13 nna N4 217
Diagramm
GERADETI WES Disgramm) ~|-
Gerade
4,00

3,50
3,00
2,50
2,00

1,50

1,00

050 Bild 8.5.16

0,00
o,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4.0
X

Die gewahlten Werte der Parameter Xg,
dx, y' und yq bleiben im folgenden fest.

In der allgemeinen Form der Geraden-
gleichung
f(x):y=mx+t

werden nun die Parameter m und t
solange von Hand variiert, bis die Werte
der Spalte f(x) mit den Werten der
Spalte y Ubereinstimmen. Dann liegen
im Diagramm auch die Punkte der Spalte
y auf der Geraden f(x). Damit ist gezeigt,
dall die Werte der Spalte y der
Geradengleichung gehorchen. Dabei
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ergibt  sich der Parameter  t
(y-Achsenabschnitt) als Anfangswert Yy,
m (Steigung) als Rate y'.

8.5.6 Quadratische Funktion
(Parabel)

Anwendungsbeispiel:

Ein Korper werde z. B. beim freien Fall
durch eine konstante Kraft gleichmafRig
beschleunigt.

Die konstante Beschleunigung y" (a)
erhoht die Geschwindigkeit y' (v) pro
Zeitschritt dx (dt) um einen gleichen
Betrag dy’=y”-dx (dv=a-dt). Der pro
Zeitschritt zuriickgelegte Weg ergibt sich
aus dieser Geschwindigkeit y'(v) durch
dy=y'.-dx (ds=v-dt) und wird seiner-
seits zum bisher zurlckgelegten Weg vy
(s) dazuaddiert:
yn=Yn-1 tdyn bzw.
yn=Yp-1+y'n-dx
(sn= Sp-1tVn- dt).

Der konstante ZufluR y" wird also pro
Zeitschritt in der Zustandsgrof3e V'
akkumuliert, die Zustandsgréf3e y' ihrer-
seits pro Zeitschritt in der Zustands-
grofe y.

ZustandsgrolRRe
Weg y (s) [m]
Raten
Geschwindigkeit y' (v) [m*s?]
Beschleunigung y" (@ [m*s?

Kausaldiagramm
Y

Y
Bild 8.5.17

FluRdiagramm:

[ v |

v Bild 8.5.18

Modellgleichungen

Zeit Xn =Xp- 1 +dX
Geschwindigkeit  y/n =Y/ 1 +Yy"-dX
Weg Yn =Yn-1+Y'n-dx

Die Rate yp, die in y akkumuliert wird, ist
im Gegensatz zum vorigen Fall nicht
konstant, sondern ergibt sich ihrerseits
durch Akkumulation von y".

Eingabeparameter

Anfangswert fir x: Xg (tg) [s]
Schrittweite fur x:  dx  (dt) [s]
Rate fir y": y* (@) [m*s?

Anfangswert fur y": y’o
Anfangswert firy: Yo

(Vo) [m*s7]
(So) [m]

Da die Punkte fur y offenbar auf einer
Parabel liegen, werden zum Vergleich
die Werte aus der quadratischen
Funktion ermittelt. Die allgemeine
Parabelgleichung lautet:

f(x): y=ax2+bx+c

mit den Eingabeparametern
a, bundc.

Rechenblatt mit Formeln: Bild 8.5.19

X0: 0
dx: 0,1
Yy 1

X y'

=$x0 -1 -
=Z(- 1) S+$dx =Z(-1)S+$y" ' *$dx ...
=Z(- 1) S+$dx =Z(-1)S+$y" ' *$dx ...
=Z(- 1) S+$dx =Z(-1)S+$y" ' *$dx ...
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ca 0,5 Diagramm
b -1 Bild 8.5.20 a PARABEL1.WKS - Diagramm] -
G 4 Parahel
Y f(x) a8,
.4 =$a* ZS( - 3) N2+$b* ZS( - 3) +$¢

.. =Z(-1) S+ZS(- 1) *$dx

=$a* ZS( - 3) N2+$b* ZS( - 3) +$c
.. =Z(-1) S+ZS(- 1) *$dx

=$a* ZS( - 3) "2+$b* ZS( - 3) +$c
. Z(-1) S+ZS(- 1) * $dx

=$a* ZS( - 3) N2+$b* ZS( - 3) +$c

Durch die Variation der Parameter
ergeben sich im Rechenblatt verschie-
dene Wertetabellen fir x und y, die im
Diagramm jeweils als Punkte dargestellt
werden.

Beispiel fur die Wahl der Parameter

XO 0
dx 0,1
y" 0,8
Yo 4
yo -1
a 0,5
b -1
C 4

f(x):y=05x-x+4

Rechenblatt mit Zahlenwerten
PARABEL1.WKS

A B J] c b ]E]]
A = 05 |Bild8.5.21
B o 0.1 h: -1
B v 1 [ 4
d o= y" ¥ y oo T
] ooo -1,000 4000 4,000
Jd o010 01 -ns00 3910 3808
J ozo 01 -0E00 3830 3820
0 030 01 0700 3760 3745
[ 040 01 0600 3700 3680
| osB0 01 -0500 3650 3,625
O oB0 01 0400 310 3580
Jd o7 01 0300 3E80 3545
J os0 01 -ne00 3BB0 3520
| o080 01 0100 3560 3505
0 too 01 o000 3550 3500
0 110 01 0100 3860 3505
1tz 01 oe00 3EB0 3520
130 01 0300 3510 3545
Jd 140 01 0400 3650 3580

Die gewahlten Werte der Parameter X,
dx, y", y’0 und yg bleiben im folgenden
fest. In der allgemeinen Form der
Parabelgleichung

fx):y=ax?+bx+c
werden nun die Parameter a, b und c
solange von Hand variiert, bis die Werte
der Spalte f(x) mit den Werten der
Spalte y Ubereinstimmen. Dann liegen
im Diagramm auch auch die Punkte der
Spalte y auf der Kurve fur f(x). Dies ist
genau dann der Fall, wenn

a=05y"

b=(0,5dx- Xg) y"+ yb

¢ =-0,5(dx- Xg)Xgy" - XY +Y0

Damit ist gezeigt, dal3 die Werte der
Spalte y der Parabelgleichung f(x)
gehorchen.

8.5.7 Exponentialfunktion

Beispiel

Ungebremstes Wachstum einer Popula-
tion von Lebewesen, z. B. Kaninchen,
Bakterien usw.

In der Grol3e y (p: Population) akkumu-
liert sich pro Zeiteinheit die Rate V'
(g: Geburten). Diese Rate hangt ihrer-
seits von der Grol3e y (p) selbst sowie
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einem Vermehrungssfaktor k ab. Im
Kausaldiagramm und im Flu3diagramm
ist ein positiver (verstarkender) Regel-
kreis erkennbar.

Loea =Z7S3/ (1+$k* $dx) ~( $x0/ $dx)
.. b: =LN( 1+$k* $dx) / $dx

Y

1 =$a* EXP( $b*ZS( - 3))

L =Z(-1)S+ZS(-1)  =$a* EXP($b*ZS(- 3))

ZustandsgrofRen . =7(-1)S+zS(-1)  =$a* EXP($b*ZS(- 3))
Population y (p) []
Beispiel fur die Wahl der Parameter
Raten X0 0
] -1
Geburten vy (9) [Jahr] dx 0.1
) k 2,0
Kausaldiagramm 1
+
Rechenblatt mit Zahlenwerten
! + EXPON1.WKS
¥ ) y _BRONLWS
u 2 e 0.1 b 1.ae3ee
f : 3 k: 2.0
Bild 8.5.23 1
5 | v y 1)
6 0,00 1000 1.000
7 010 0200 1200 1.200
. 8 020 0240 1440 1.440
FluRdiagramm Bild 8.5.24 ] 030 0288 1728 1728
' 9. 10 040 0346 2074 2074
1 050 0415 2488 2488
] 12 0G0 0498 20986 2985
Yy 13 070 0597 3583 3583
u 14 | 00 0717 4300 4300
15 0Aa0 0860 5160 51ED
. 16 100 1032 B192  E192
¥ 17 110 1,238 7430 7.430
) 18 120 1486 8916 5916
Modellgleichungen 19 130 1.783 10699 10,699
Zeit Xn =Xp. 1 +dx 20 140 2140 12833 12.839
21 150 2568 15407 15407 i
Geburten y'n=yp.1-K 22 | 160 3081 18488 18488 Bild 8.5.26

Population yn =Yyp.1+Y/n-dx

Eingabeparameter

Anfangswert flr x:  Xg (to) [Jahr]
Schrittweite fur x:  dx  (dt) [Jahr]
Anfangswert firy: yo  (Po) [
Rate y' (9) [Jahr-1]
Faktor k (k)

Rechenblatt mit Formeln

x0: 0

dx: 0,1

k: 2

X y'

=$x0

=Z(-1) S+$dx  =Z(-1) S(+1) * $k* $dx

=Z(-1) S+$dx  =2(-1) S(+1) * $k* $dx

Bild 8.5.25
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Diagramm
= EXPONI WKS - Diagramm BEE
Exponentialfunktion
&0
50
40
v 30
20
1t Bild 8.5.27
I
0.0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5
X
oy — fiz)

Die gewahlten Werte der Parameter X,
dx, yg. k und yg des Systems bleiben im
folgenden fest. Zum Vergleich wird die
Kurve der Exponentialfunktion dariber-
gelegt. In der allgemeinen Form ihrer
Gleichung

f(x): y=a-ebX
werden die Parameter a und b solange
von Hand variiert, bis die Werte der
Spalte f(x) mit den Werten der Spalte y
Ubereinstimmen. Dann liegen im
Diagramm auch die Punkte der Spalte y
auf der Kurve fur f(x). Dies ist genau
dann der Fall, wenn

a=ygl(1+k- dx)Xo/dx

b =In(1+k-dx)/dx.

Damit ist gezeigt, dal3 die Werte der
Spalte y der Gleichung der Exponential-
funktion gehorchen.

Folgende Variationen der System-
parameter seien empfohlen:
Yo hegativ:

exponentielles Wachstum ins Negative,
k negativ:
exponentieller Zerfall.

8.5.8 Kosinus-/Sinusfunktion

Beispiel:

elastische Schwingung eines
Massestiucks an einer Feder mit der
Auslenkung y (s), der Geschwindigkeit y'
(v) und der Beschleunigung y" (a). Da
letztere der Auslenkung umgekehrt
proportional ist, liegt ein negativer
Regelkreis vor.

ZustandsgrofRen

Weg y (s) [m]
Raten

Geschwindigkeit y' (v) [mes?]
Beschleunigung y" (@) [mes?]
Kausaldiagramm

v

+
y ),
&9 ¥ Bild 8.5.28

FluRdiagramm

BT
y
4 Bild 8.5.29

Modellgleichungen
Zeit Xn =Xp- 1 +dx
Geschwindigkeit yn =y, _; +y’n.1 - dx
Weg yn =yn_1+y’n_1 - dx
Beschleunigung y'n=KkK-yn.1
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Rechenblatt mit Formeln

Rechenblatt mit Zahlenwerten

COSINUS1.WKS

Xx0: 0 a.
dx: 0, 05 b: - AD BD C D1 E
. . xU a’
k: 4 c: 2 dei 006 b 2
X d2y dy i ke 4 [ 1]
=Z(-1)S+$dx  =- ABS($k)*Z(-1)S(+2) (o T A B )
=Z(-1)S+ZS(-1)*$dx ... T T e
=Z(- 1) S+$dx =- ABS( $k) *Z(- 1) S( +2) ] 0100 -3.960; -0.388; 0,870 0980
=Z(-1)S+ZS(-1)*$dx ... ] 016 -3880; -0582: 0840; 0855
=Z(-1) S+$dx  =- ABS($k) *Z(- 1) S(+2) 10 | 0200 -3762: 07800 0901F 0,921
=Z(-1) S+ZS(- 1) *$dx 11 0,25: -3,606! -0960¢ 0,853 0,878
12 0300 -3.414: -1131¢ 0797 0,825
13 035 -3,188: -1.290; 0732: 0,765
L1 14 0400 -2.930F -1.437¢ 06R1; 0,637
.. =WURZEL( ABS( $k)) ; 15 | 045 -2h42: -1569. (0582 0622
.0 Bild 8.5.30 16 0,60: -2,328¢ -1,6B6¢ 0493 0,640
17 | 055 -1.991: -1,785: 0,409 0,454
y f(x) 18 | 060 -1634: -1867: 0316 0
1 —$a* COB( $b* ZS( - 4) +$¢) a1 iER A R Gaan: neian i Bild 8.5.31
.=Z(-1) S+ZS(- 1) * $dx
=$a* COS( $b* ZS( - 4) +$¢)
.=Z(-1) S+ZS( - 1) * $dx Diagramm
=$a* COS( $b* ZS( - 4) +$¢) 9 _ Bild 8.5.32
.=Z(- 1) S+ZS( - 1) * $dx = COSINUST.WKS - Diagramm]
=$a* COS( $b* ZS( - 4) +$¢) cosinus
1,500
Durch die Variation der Parameter 1.000
ergeben sich im Rechenblatt verschie-
.. . . 0.500
dene Wertetabellen fur x und y, die im
Diagramm jeweils als Punkte dargestellt ;000
werden.
-0,500
Beispiel fur die Wahl der Parameter
X0 0 [s] -1.000
dx 0,05 [s]
-1,600
a 1 000 060 100 160 200 250 300
b 2 X
C 0
k 4 Die gewahlten Werte der Parameter X,
Yo 1 [m] dx, y", y'(xg) und y(xg) bleiben im

folgenden fest. In der allgemeinen Form
der Winkelfunktion

f(x): y =a cos(b x + ¢)
werden nun die Parameter a, b und c
solange von Hand variiert, bis die Werte
der Spalte f(x) mit den Werten der
Spalte y Ubereinstimmen. Dann liegen
im Diagramm auch die Punkte der Spalte
y auf der Kurve fur f(x). Dies laldt sich
nur anndhernd durchfihren.
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Damit ist gezeigt, dal3 sich die Werte der
Spalte y durch die Kosinusfunktion
annéhern lassen.

8.5.9 Logistische Wachstumskurve
[S-Kurve]

Beispiel: Logistisches Wachstum bei
der Ausbreitung einer Krankheit in einer
geschlossenen Population

Die Zahl der Kranken k erhoht sich
jeweils um die Infektionen, die Zahl der
Gesunden g nimmt um diese Zahl ab.
Die Infektionen i werden als proportional
zur Zahl der Kranken sowie zur Zahl der
Gesunden und einer Ansteckungswabhr-
scheinlichkeit (Konstante w) angenom-
men.

Die Zahl der Kranken ist mit der Infek-
tionsrate  positiv, also verstarkend
rickgekoppelt; es ist ein in erster
Naherung exponentielles Anwachsen zu
erwarten. Die Zahl der Gesunden bildet
mit der Infektionsrate jedoch einen
negativen Regelkreis; dies allein wirde
zu einer Dampfung bzw. einem exponen-
tiellen Abklingen flihren. Beide Regelk-
reise sind jedoch miteinander gekoppelt.
Eine qualtitative Prognose scheint also a
priori nicht méglich.

Das vorliegende Modell bildet einen
ersten Einstieg in komplexere Modell-
strukturen, die keine geschlossene,
algebraisch formulierbare Losungsfunk-
tion mehr besitzen. Dennoch zeigen
auch hier topologisch gleichartige
Modelle gleichartiges zeitliches Ver-
halten.

ZustandsgrofRen
Gesunde ¢
Kranke k

—r—
—_—

Rate

Infektionen i [Tag?]

Kausaldiagramm

g 5, i ) K
\_/\\_/\
Bild 8.5.33

FluRdiagramm

g Kk
[
>|Jé//8ild 8.5.34

Modellgleichungen

Zeit Xn = Xn_ 1 +dX, bzw.
th=th-1 +dt

Kranke kn =kp.q +ip.q-dt

Gesunde gn=0n-1- in-1.qt

Infektionen in =gn-kn-w

Eingabeparameter

Anfangswert fur x:  (Xg) tg  [Tage]
Schrittweite fur x: (dx) dt  [Tage]
Anfangswert fir g:  gg [Personen]
Anfangswert fir k: kg [Personen]

Ansteckungswahrscheinlichkeit w
[Personen?eTag]

Beispiel 1
lichkeit w = 0,5:

Ansteckungswahrschein-

Rechenblatt mit Zahlenwerten
SEUCHE1.\WEKS

Al B [c] p |
lAusbreitung einer -
Bild 8.5.35
p:i 5000
1: 0.5
t g 1 I
0: 4999 0 1
i 1: 49949 0 1
| 2: 4998 1 2
0 3i 4997 1 3
1 4: 44995 2 5
2 5: 4992 3 i}
3 6 4989 4 11
4 7i 4983 &) 17
5 8: 4974 &) 26
b 9 49527 13 38
7 10: 4943: 19 57
B 11: 4914: 25 oA
g 12¢ 4872 42¢ 128
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Diagramm mit  verschiedenen Parameterwerten
experimentiert werden. Es soll der

Aushreitung einer Krankheit

Faktor w auf den Wert 2,0 gesetzt

50009 werden. Eine Interpretation von w als
4500 Wahrscheinlichkeit der Ansteckung pro
4000 Tag ist dann natirlich unsinnig, dennoch
3500 &Rt sich das Modell formal
3000 durchrechnen.
2500 _
000 Bild 8.5.36 | | Rechenblatt mit Zahlenwerten
1500 KRANKHE1.WKS
A | B | € | D |
1000 Ausbreitung einer Kranl
>00 p: s000
g 15 30 45 LE :
— g - — 1 t q i k
0 4999 0 1
1 4897 2 3
2 4891 3] 9
3 4973 15 27 Bild 8.5.37
B ; ; 4 4919 54 g1 -
A_nfangs ubervyl_egt der st_elgerno_le R e BT
EinfluR des positiven Regelkreises, die 6 43neaEsEEd
A _ 7 3110: 1149/ 1390
Z_ahl der Krankerl wachs_t etwa exponen e B Lo
tiell an. Ungefahr bei gleich vielen 97808 1286 5528
i 10 640: -1168 4360
Glgsunden un(_j Kranken  wird _der T T R S
dampfende Einflull des negativen 1207867 10434433
Regelkreises deutlich wirksam. Die
Ansteckungsrate ist zwar hier am
hochsten, nimmt aber nicht weiter zu. Diagramm Bild 8.5.38

Die Zahl der Kranken wéchst danach
immer langsamer an eine Grenze heran,
namlich die gesamte Population.

Eine Formulierung als analytische
Funktion konnte die Form haben:

— a
Y = precx

Auch fur diese Funktion liel3e sich durch
systematische Variation der Parameter
a, b und c eine weitgehende Annahe-
rung an die Tabellenwerte erreichen.
Eine solche Funktion durfte jedoch i. a.
den Rahmen einer Mittelstufenmathema-
tik sprengen.

Beispiel 2
lichkeit w = 2,0:

Ansteckungswahrschein-

Bei gleicher Struktur des Modells und
damit auch des Rechenblatts soll nun

KHANKHE | WKS - DiagrammZ
Ausbreituny einer Krankheit

6000

+*
=000 MR I A
[TTT
. R
PO R R R R R
.0‘000

4000

3000 ¢

2000 .

1000 e,
: * . "R RN a g gaan -

Opness?

-1000

-z2000
o 15 30 45

Naturlich  sind die  entstehenden
negativen Zahlen fir die Gesunden,
Kranken und die Ansteckung irreal. Das
rechnerische Modell verhalt sich jedoch
hdchst interessant: nach einer
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Anfangsphase, die der einer
vernunftigeren Simulation vergleichbar
ist, fangen die Werte fur k, g und i an,
jeweils zwischen zwei (oder mehr)
Werten hin und her zu springen. Bei
einem beliebig kleinen Zeitschritt wéare
ab diesem Zeitpunkt tatsachlich eine
Verzweigung (Bifurkation) der Kurve in
mehrere Aste (ibereinander sichtbar.
Das System nimmt also gleichzeitig
verschiedene Zustande an, bzw. ist sein
Zustand (bei endlich groRem Zeitschritt)

nicht vorherzuberechnen, da er von
minimalen Anderungen der Anfangs-
bedingungungen maximal abhéangt. Das
System zeigt chaotisches Verhalten.
Man spricht von einem Feigenbaum-
Diagramm. Die graphische Darstellung
unter MS-Works ist hier jedoch Uberfor-
dert; Werkzeuge mit feineren gra-
phischen Md6glichkeiten sind hier besser
geeignet.
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9 Fraktale und Chaos

9.1 Wege in die fraktale Geometrie

Im Rahmen dieser Unterrichtseinheiten sollen die Schuler Einblicke in die fraktale
Geometrie erhalten und somit ein tieferes Verstandnis zur Erzeugung von
Feigenbaum-Diagrammen erlangen und den Zusammenhang zu dem bertihmten
Apfelmannchen sehen. Einen Uberbegriff stellt der Begriff der selbstahnlichen
Figuren dar. Schwerpunkt ist hier (A) der Zugang Uber das Verhalten von Folge
anhand einerseits und unabhangig davon Uuber einen (B) Weg durch die
Betrachtung von quadratischen Funktionen. Dabei ist die Beschrankung auf reelle
Zahlen in der Sekundarstufe | zwingend. Auf eine genaue mathematische Beweis-
fuhrung wird bewul3t verzichtet. Die Darstellung teilt sich in drei Abschnitte:

- Arbeitsblatt fir den Schiler mit kurzen Hinweisen fur den Schuler

- Erganzende Anmerkungen und Zusammenhange wie sie in einfihrenden

Unterrichtsgesprachen hilfreich sein konnen.
- Hinweise zur Bedienung der hier verwendeten Tabellenkalkulation VIVITAB.

Lehrplanbezug: Iterationen und deren Darstellung als Folgen, Auswertung in Form
von Diagrammen und als Einschrankung von Funktionen, Ldsen quadratischer
Gleichungen

Zeitbedarf: Minimal 3 Unterrichtsstunden, nach oben sehr weit ausbaubar, nicht
zuletzt durch die Vergabe von weiterfihrenden Aufgaben fur interessierte Schiiler.

Reihenfolge der Arbeitsblatter: A1 -> A2 Teil 1, Teil 2 -> AB3 -> AB4 oder B1 -> B2
-> AB3 -> AB4

Voraussetzungen
Mathematik: Begriff der Funktion, Darstellung von Funktionsgraphen, sicherer

Umgang mit Wertetabellen, Losen quadratischer Gleichungen

Informatik: Umgang mit einer Tabellenkalkulation; besonders dafiir geeignet ist eine
Tabelle, die die Darstellung von Grafik und Tabelle nebeneinander erlaubt, wie
VIVITAB.

Literatur

[1] Ein Weg zur fraktalen Geometrie, Reinhard Behr, Stuttgart 1989

[2] Fraktale verstehen und selbst programmieren, Hans Lauwerier, Huckelhoven
1989

[3] Die fraktale Geometrie der Natur, Benoit B. Mandelbrot, Basel 1987

[4] Fractals for the classroom, Peitgen, Jirgens, Saupe u. a., New York 1991

[5] Dormayer, Chaos bei der Feigenbaumabbildung f(x) =4 x (1 - x),
Didaktik der Mathematik 3/91
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Zum Arbeitsblatt Al

Eine Einstimmung kénnen Bilder aus den Standardwerken der fraktalen Geometrie
(Peitgen - Richter, Mandelbrot oder Dias, wie sie Literatur [4] beigefugt sind) liefern.

zu Aufgabe 1 und 2

Es soll durch mehr spielerisches Rechnen den hinfihrenden Zugang zu Zahlenfol-
gen schaffen. Das Berechnen per Hand oder mit dem Taschenrechner ist dem
Einsatz des Rechners an dieser Stelle vorzuziehen. Ziel ist hier lediglich, die Folge
als Funktion dber IN, die Begriffe Startwert, Anfangsglied, Folgenglieder,
Vorganger, Nachfolger bereitzustellen.

Die Schwierigkeiten bei der Angabe einer Folgenvorschrift, einem Bildungsgesetz
der Folge in Analogie zur Funktionsvorschrift, fihrt zu dem Begriff der schrittweisen
Berechnung der Folgenglieder aus dem jeweiligen Vorganger. Es kann hier also i. a.
keine Formel fir die Folgenvorschrift wie bei der Funktionsvorschrift zur
Berechnung aus dem Wert der unabhéngigen Variablen angeben werden. Diese
zwingende schrittweise Berechnung fuhrt auf den Begriff der Iteration.

Der Vergleich der beiden Folgen der Aufgabe 1 zeigt nur, dal’ in Abhangigkeit fur
Startwerte gro3er 1 die Folgenglieder immer groRer werden, fur Startwerte kleiner 1
gegen Null streben. Eine Untersuchung fur Startwerte aus ]- unendlich; -1[ bzw. aus
]-1; O[ ist hier denkbar.

Zu Aufgabe 3

Das Ablesen aus Wertetabellen soll getbt werden und die Zuordnung von
unabhangiger Variabler n aus IN und dem Folgenwert verdeutlicht werden. Die
Losungen der Aufgabe sind direkt aus der selbsterstellten Tabelle zu entnehmen.
Der sinnvolle Einsatz eines Rechners durch das schnelle Erstellen von Tabellen
wird hier jedoch vorbereitet. Klar zu erkennen ist, daf3 der Rechner nur Rechnarbeit
abnimmt, die Formulierung des Bildungsgesetzes aber nicht bewerkstelligt.

Zu Aufgabe 4

Diese Aufgabe ist so gestellt, daf3 auf eine fertige Tabelle zurtickgegriffen wird. Im
Vordergrund steht das Uben im Umgang mit dem Rechner und erste Schritte im
Umgang mit dem Tabellenkalkulationsprogramm. Ein Protokollieren von Ergebnis-
sen im Heft der Schuler ist immer nétig, um weiterreichende Schlul3folgerungen
oder reproduzierbare Randbedingungen erzeugen zu kénnen.
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Arbeitsblatt Al Fortgesetztes Quadrieren einer Zahl
Aufgabe 1:

a) Quadriere die Zahl 1,4.
Quadriere dieses Ergebnis wieder.
Bilde darauffolgende Zahlen, in dem du immer wieder die berechnete Zahl
quadrierst. Fuhre das fortgesetzte Quadrieren mindestens finfmal durch.
Schreibe deine Ergebnisse in Form einer Wertetabelle mit der ersten Spalte n,
n1 IN und der zweiten Spalte fiir die berechneten Zahlen.

Begriff der Folge: Die von dir berechnete Zahlen stellen eine Folge von Zahlen
dar. Dabei wird jedem Element n aus der Menge der natirlichen Zahlen IN
eine Zahl aus der Menge der rationalen ( oder auch reellen) Zahlen zugeord-
net. Ein Folge ist eine besondere Form der Funktion mit der Definitionsmenge
IN. Die formale Schreibweise: (a(n)): n ----------- >a(n), IN --------- > Q (oder IR)

Frage: Versuche die Funktionsvorschrift bzw. das Bildungsgesetz fir die Folge
anzugeben. Vergleiche z. B. auch mit der Funktionsvorschrift der linearen
Funktion oder mit der der quadratischen Funktion. Was ist hier anders?

b) Du erhdltst eine andere Folge, die nach dem oben beschriebenen Verfahren
berechnet wird, wenn du mit einer anderen Zahl das laufende Quadrieren
beginnst. Man nennt diese Zahl der Ordnungszahl 1 deshalb auch
Anfangsglied oder Startwert der Folge. Setze a(1) = 0,6 .Berechne wieder funf
Folgenglieder und lege eine Wertetabelle an.

c) Vergleiche beide Wertetabellen und beschreibe das Verhalten der Folgen.

Aufgabe 2:
a) Wieviele ltertionsschritte sind notig, dafd das Folgenglied gréRRer als 100 wird,
wenn du fir den Startwert 1) a(1) = 1,01 bzw. 2) a(1) = 1,001 setzt?

Hinweis: Spéatestens jetzt wirst du feststellen, dald hier der Einsatz eines Taschen-
rechners oder eines Computers eine grofR3e Erleichterung darstellt. Welche
Nachteile zeigen sich jedoch bei der Zahlendarstellung? Ubertrage die
Aufgabe auf eine Tabellenkalkulation auf einem Rechner und bestimme aus
der erzeugten Tabelle die Lésung der Aufgaben.

b) Wieviele Iterationsschritte sind noétig, daR das Folgenglied kleiner als 0,01
wird, wenn der Startwert a(1) = 0,99 bzw. a(1) =0,999 gewahlt wird? Lies aus
der Tabelle ab! Andere Die Zahlendarstellung und die Zeilenzahl so ab, daR
du das Ergebnis gut ablesen kannst!

Zusatzaufgabe: Kannst du die Anzahl der Iterationsschritte auch direkt berechnen?
L6sen der Aufgaben mit Hilfe des Rechners und mit dem Programm VIVITAB:

Lade dazu das Tabellenkalkulationsblatt und dann die Tabelle GEOFRAK1!
Aufgabe 3:
Gehe an das Ende der Tabelle und betrachte die Folgenglieder. Notiere dir die
Folgenglieder in eine Tabelle in dein Heft, die sich noch voneinander unter-
scheiden. Andere selbstandig die Startwerte und schreibe wieder die letzten
Folgenglieder auf! Beschreibe deine Beobachtungen!
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Losungshinweise zum Arbeitsblatt Al:

Zu Aufgabe 1a, b: 1,42
1,967
3,64167

=1,96 0,62 =0,36

= 3,8416 0,367 =0,1296

= 14,75789056 0,1296° =0,01679616
14,75789056% = 217,795333.. 0,01679616° = 0,0002821.

= 47434,8074....0,0002821..2 = 0,00000007...

217,795333.
Zu Aufgabe 2 a, b:fira(1) =1,01 =>n =10
fura(1)=0,99=>n=9
Bild der Tabelle

Zu Aufgabe 3:

LOsung der Zusatzaufgabe:

Gesucht n aus IN mit

VVV VYV

(1,001)"2(n - 1)
2"(n-1) *1g 1,001

2\(n-1)
(n-1) *1g 2
n-1

n

fura(l) =1,001 =>n =14
fura(1) =0,999 =>n =13

> 100

> |g 100

> 2/1g 1,001
>1g (2/lg 1,001)
> 12,169758...
=14

Einsatzhinweise zum Rechner und zum Programm:

Aktion

Arbeitsanweisung

Laden und Starten der Tabellenkalkulation

Bewegen in der Tabelle
Zeile wechseln

Spalte wechseln
Bildschirmseite wechseln

Eintrag von Zahlen in die Tabelle

Ubernahme der Zahlen
Korrektur von Eingaben
Anlegen der n-Spalte
Anlegen der Wertespalte
Formel angeben

Breite der Spalte
Notationsformat

a:
vivitab

Cursor-up; Cursor-down

Tab; shift-Tab

Page-up; Page-down

Zahlen eingeben; Dezimalpunkt statt -komma
mit Cursor die Zeile wechseln oder Return
Uberschreiben der Zahl oder mit Pfeil links
Einfligen mit Taste "Einfg” oder “Insert’

mit Shift-Tab in der 1. Spalte die Zeilenzahl
auf 50 setzen

mit Cursor-up die Spaltenbezeichnung a(n)
eintragen

a(n) = : a(n)"2 eintragen; ":" bedeutet den
Zugriff auf die vorangehende Zeile

Taste b’

Taste 'n’

Aufforderung zur Berechnung der Tabelle

Taste r’
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Arbeitsblatt A2 - Teil 1 Besondere Zahlen einer Folge

Die hier gestellten Aufgaben sind leichter mit einer Tabellenkalkulation zu
bearbeiten.

Aufgabe 1: Betrachte die Folge (a(n)) mit dem Bildungsgesetz a(n+1) = [a(n)]? - 1.
Setze zunachst das Anfangsglied a(1) = 0,5. Erstelle die Tabelle mit mindestens 50
Zeilen.

a) Notiere dir a(2), a(3), a(4), ..., a(9), also den Anfang der Folge in dein Heft!

b)  Notiere dir dann einen Ausschnitt in der Mitte der Tabelle, z. B. a(20), a(21), ...
a(25). Was fallt dir auf? Halte deine Beobachtung schriftlich fest.

c) Experimentiere mit anderern Anfangsgliedern dieser Folge und notiere dir den
Startwert und das Verhalten eines geeigneten Tabellenausschnittes. Unter-
suche die Folgeglieder auch fir n > 200.

- Das Arbeitsblatt hier teilen und erst nach der Bearbeitung der Aufgabe 1 austeilen!

Bezeichnungen
Die Beobachtungen aus der Aufgabe 1 zeigen, dall man zwei Falle in
Abhangigkeit vom Anfangsglied der Folge unterscheiden kann:

1. Fall: Fur gro3es n gilt a(n) wird immer gré3er - strebt gegen unendlich

2. Fall: Fur grofR3es n gilt a(n) = -1 oder a(n) = 0. Genauer: Hier scheinen zwei
Folgen ineinander verzahnt zu sein, &hnlich einem Reil3verschlul3, von denen
die eine gegen die Zahl -1 und die andere fiir grol3es n gegen 0 geht.

Mache dir klar, ob die Zahlen 0 und -1 tatsachlich angenommen werden oder
ob dies ein Problem der Zahlendarstellung des Rechners sind.

Begriff des Attraktors:
Gilt far groRes n, dal’ schliel3lich a(n) gegen eine Zahl a strebt, so heil3t diese
Zahl a ein Attraktor der Folge.

Ergebnis aus den Untersuchungen in Aufgabe 1:
Die Folge (a(n)) mit dem Bildungsgesetz a(n+1) = [a(n)]> - 1 zeigt, dal eine
Folge mehrere Attraktoren haben kann. Die hier untersuchte Folge hat die
Attraktoren -1 und O.

Darstellung der Tabelle in einer Graphik:
Die Folgenvorschrift lautet wie bisher a(n+1) = [a(n)]? - 1 mit dem Anfangsglied
a(1) = 0,5. Die Tabelle sollte mindestens 200 Zeilen haben.

Aufgabe 2:
Stelle die Tabelle in Form einer Graphik dar.
Horizontale Achse: 0 <= n <= 200; vertikale Achse: -2 <= a(n) <= 2.
Wahle eine geeignete Diagrammform, z. B. Liniengraph, Punktegraph, Balken-
diagramm usw...
Erstelle einen Bildschirmausdruck und klebe diesen in dein Hetft.
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Arbeitsblatt A2 - Teil 2 Besondere Zahlen einer Folge

Aufgabe 3:

a) Untersuche weiter die Folge a(n+1) = [a(n)]* - 1. Erforsche das Verhalten der
Folge einmal fur den Startwert a(1) = 1,618034 und dann fiir das Anfangsglied
a(1l) = 1,618033. Werte dazu die Tabelle und die Graphik aus.

b) Verfahre ebenso bei dieser Folge mit den Startwerten a(1) = - 0,618034 und
a(1) =- 0,618033. Hier verhalt sich die Folge anders.

Begriff des Fixpunktes
Gilt schlieflich fir alle n aus IN, dal3 die Folgenglieder gleich bleiben, so heif3t
diese Zahl Fixpunkt a* Folge, d. h. a(1) =a(2) = ... = a(n) = a(n+1l) = ... = a*.

Ergebnisse aus der Aufgabe 3:
Die Folge a(n+1) = [a(n)]? - 1 hat zwei Fixpunkte im Intervall [1,618033;
1,618034] und in [-0,618034; -0,618033]

Aufgabe 4.
Die Fixpunkte der Folge lassen sich auch berechnen. Wende die Definition
des Fixpunktes auf die Folge a(n+1) = [a(n)]* - 1 an und berechne daraus den
Fixpunkt a*.

Losungshinweise zu den Aufgaben des Arbeitsblattes A2

Hinweise zur Tabellenkalkulation:

1) Eintrage in die Formelzeile der VIVITAB-Tabelle:
Zahl der Zeilen n: 200 ; Formel: a(n) = #a(n) * #a(n) - 1; Anfangswert a(1) in
der 1. Zeile: 0.5

2)  Graphische Darstellung der Tabelle
Vorteil des Programms VIVITAB ist, dal’3 Tabelle und Graphik nebeneinander

am Bildschirm gezeigt werden. Auf diese Weise konnen Anderungen in der
Tabelle in ihrer Auswirkung auf die Graphik direkt beobachtet werden.

Aktion Arbeitsanweisung

Zuschalten des Graphikfensters  Taste ‘g’
Wahl der Achsenbereiche Taste 'd 0<=n<=200;-2<=a(n)<=2

Einschalten der Zeichenautomatik Taste “z" ; Punkte p’
Die Tabelle wird nach erneutem Berechnen
dargestellt.
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Lésungshinweise zum Arbeitsblatt A2 - Teil 2

Um letztlich einzusehen, was im Feigenbaum-Diagramm dargestellt wird, kann
der 2. Teil dieses Arbeitsblattes auch tUbersprungen werden. Fir Schiler, die
sehr gewandt in der Bearbeitung der Aufgaben sind, sollen sie einen zusatzli-
chen Anreiz darstellen.

Das Ergebnis kann zusammengefal3t den anderen Schilern mitgeteilt werden
und lautet etwa:

Der Attraktoren werden im allgemeinen nicht durch die Wahl der Startwerte
beeinfluRt, jedoch bestimmen diese die “Schnelligkeit” der Konvergenz.
Beginnt man die Folgenberechnung in der Nahe eines Fixpunktes, so strebt
die Folge entweder gar nicht mehr oder nur sehr langsam gegen Attraktoren.
Die Beobachtung zeigt, daf3 Startwerte a, aus [0; 0,5] zu sinnvollen Ergebnis-
sen fuhren.

Zu Aufgabe 4.
Ist a* ein Fixpunkt der Folge, so gilt:
a(l)=a(2) =....... —a(n)=a(n+1)=.... =a*
=>a(n+l)=[a(n)f-1=>a*=[a*]*- 1
=>a* = (1 +sqgrt(5))/2 und a*, = (1 - sqgrt(5))/2.
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Arbeitsblatt AB3 Das Feigenbaum-Diagramm

Hier soll nun geklart werden, was im bekannten Feigenbaum-Diagramm dargestellt
ist. Einige Eigenschaften sollst du dann noch selbst herausfinden, die Begriindung
durch eine sorgfaltige Beweisfuihrung kann hier jedoch nicht erfolgen.

Die Folge, die du auf dem Arbeitsblatt 2 untersucht hast, lautete: a(n+1) = [a(n)]* - 1.
Diese soll jetzt noch verallgemeinert werden.

Aufgabe 1:
Betrachte die Folge mit dem Bildungsgesetz a(n+1)=[a(n)]*+c, c aus IR oder Q.

a) Setze zunachst ¢ = -1,3 und entnimm der Tabelle und der grafischen Darstel-
lung die Attraktoren. Wéhle einen geeigneten Startwert.

b) Verfahre ebenso mitc =-0,3.
Dokumentiere deine Ergebnisse auch mit Hilfe von Bildschirmausdrucken.

Aufgabe 2:
Um den Zusammenhang zwischen der im Bildungsgesetz der Folge auftreten-
den Zahl ¢ und den Attraktoren finden zu kénne, lege eine Tabelle mit einer
Spalte fur die Zahl c und einer Spalte, in die du die von dir gefundenen Attrak-
toren eintragst.

a) Trage die Werte fir die Folge vom Arbeitsblatt 1 und 2 in die Tabelle ein.
b) Wahlecaus{-1,2;-1,35;-14;-1,42;-15;-1,6;-1,7}.
Was fallt dir auf? Versuche deine Beobachtung zu beschreiben.!

Aufgabe 3:
Ein geeignete Auswertung dieser Tabelle ist ein Diagramm.
Zeichne ein Koordinatensystem mit einer c-Achse im Bereich [-2; 2] und einer
a-Achse, auf der du die Attraktoren antragst, von -2 bis 1. Ubertrage deine
Tabelle in dieses Diagramm so gut wie moglich.

Aufgabe 4.
Es soll nun mit einer Tabellenkalkulation das Diagramm fir mdglichst viele
Zahlen c berechnet werden.

a) Lege auf dem Rechenblatt folgende Spalten an: ¢ a(n) a
In die Formelspalte der c-Spalte trage ¢ = -1 ein.
Die Formel fur die Folgenvorschrift lautet wieder a(n + 1) = [a(n)]2 - 1. Die
Attraktoren kannst du ja am Tabellenende ablesen. Dieser Wert a muld dann
der Zahl ¢ zugeordnet in das Diagramm eingetragen werden. Der Rechner
macht das Ablesen des Tabellenendes durch Einsetzen einer Bedingung in die
Formel fir a: Wenn die Zahl n der Schritte groRer als 200 ist, dann soll
a = a(n) gesetzt werden. In der Schreibweise hier: if(n > 200, a (n))

b) Schalte die Graphik und die Zeichenautomatik mit dem Parameter (p) ein.
Wahle das Koordinatensystem, wie es in Aufgabe 3 beschrieben ist. Trage
c = -1 als Formel in die c-Spalte ein und lasse die Tabelle durchrechnen.
Wenn du alles richtig gemacht hast, erhalst du zwei Punkte im Diagramm an
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den Stellen (-1; 0) und (-1; -1). Experimentiere dann mit anderen bereits
bekannten Werten firc, z. B.c=-0,3; -1,3 ...!

Dieser Vorgang, dal3 die Zahl ¢ ge&ndert wird, soll nun automatisch ablaufen.
Dazu muf3 die Zahl c im Bereich von O bis -2 schrittweise erniedrigt werden.
Das Programm sorgt fur die richtige Entnahme der Attraktoren und tbertragt
sie in die Graphik. Fertige dann das c-a-Diagramm am Bildschirm und klebe
einen Ausdruck dieses Diagramms in dein Heft. Es ist das berihmte
Feigenbaumdiagramm!
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Losungshinweise zum Arbeitsblatt A3:

zu Aufgabe 1 ab, 2, 3: die Tabelle konnte folgendermal3en ausschauen:

C a

0 0

-0,3 -0,2416....
-1 0;-1

-1,3  -1,1486...; - 1,2996...; 0,01943...; 0,3890...
zu Aufgabe 4:
Da hier ein wiederholtes Berechnen der Tabelle gefordert wird und sich die
Verfahren in den verschiedenen Rechenbléattern sehr unterscheiden, kann hier
nur ein Lésungsverfahren besprochen werden.

Hinweise zu VIVITAB

Aktion Arbeitsanweisung

Zuschalten des Graphikfensters Taste ‘g’

Wahl der Achsenbereiche Taste 'd 0<=n<=200;-2<=a(n)<=2
Einschalten der Zeichenautomatik Taste “z" ; Punkte "p’; die Tabelle wird
nach

erneutem Berechnen dargestellt.
Einschalten des wiederholten Rechnens Taste ‘w” und Angabe des Intervalls fiir ¢
und der Schrittweite ...c: 0, 2,-0.01
Leertaste Abbruch der Berechnung
Formel in der a - Spalte if(n > 200,a = a(n))
Durch diese Angabe wird das Ende der Tabelle gelesen und der Wert fir n > 200 in
die Darstellungsvariable a kopiert und mit Hilfe der Zeichenautomatik sofort
dargestellt.

Lésungshinweise zum Arbeitsblatt AB4
Dieses Arbeitsblatt steht am Ende beider methodischen Zugange zum
Feigenbaum-Diagramm. Die Untersuchungen beschranken sich sehr stark auf
die Formulierung eigener Beobachtungen und soll Begriffe wie Chaos, Bifurka-
tion und Selbstahnlichkeit erfahrbar machen.

Erweiterung zu Aufgabe 3:
Hier ist denkbar, dal3 das GroRenverhaltnis der selbstahnlichen Abschnitte
bestimmt wird. Es ist durch die Feigenbaumzahl 4,669201... gegeben. Die
gleiche Zahl laf3t sich als Skalierung des Apfelmannchens bestimmen.

Zu Aufgabe 3:
Der Zusammenhang zwischen Apfelmannchen und Feigenbaum-Diagramm
muf3 sicherlich im Unterrichtsgesprach geklart werden. Hier ist nur daran
gedacht die "Einschniirungen” des Apfelmannchens und die Bifurkationszahlen
oder die GroflRe beider Graphen zu vergleichen. Die Untersuchung des
Feigenbaum-Diagrammes fr ¢ > 0 kann hier angeregt werden.

Um den Begriff der Selbstdhnlichkeit als haufig auftretender Denkansatz
aufzuzeigen, kann auf Kochkurven, Schneeflockenkurven oder auf das
bekannte von B. Mandelbrot stammende Beispiel der Bestimmung der Form
und Lange einer Klstenlinien hingewiesen werden.
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Arbeitsblatt AB4 Untersuchung des Feigenbaum-Diagrammes

Aufgabe 1 a) Versuche das Feigenbaum-Diagramm mit eigenen Worten zu

b)

beschreiben! Eine Hilfe: Vergleiche die Bereiche -1,2 < ¢ <-0,8und -1,4<c <
-1,2 miteinander.

Die Figur des Diagrammes hat &hnlich ausschauende Bereiche. Man nennt
diese Bereiche selbstahnlich.

Versuche mit Hilfe des Programmes mdglichst genau die Zahlen ¢ zu bestim-
men, bei denen sich die Anzahl der Attraktoren verdoppelt. Man nennt diese
Punkte Bifurkationspunkte.

Prife diese Aufspaltung noch einmal durch die Wahl von geeigneten Zahlen ¢
nach und dokumentiere deine Beobachtung.

Wie sieht das Diagramm fur ¢ < -1,4 aus ? Schau dir das Verhalten der Folge
fur ¢ = -1,5 genauer an. Hier gibt es keine bestimmbaren Attraktoren. Die
Folgen verhalten sich fiir diese Konstanten ¢ chaotisch.

Aufgabe 2: Diese Untersuchung kann man noch verfeinern.

a)

b)

Aufgabe 3: Im Bild ist das Feigen-

b)

Bestimme das Verhalten dieser Folge im Bereich -1,45 < ¢ < -1,40 in einer
Schrittweite von -0,001. Wahle selbst eine geeignete Skalierung der Achsen
des Feigenbaum-Diagrammes.

Fertige einen Bildschirmausdruck. Du muf3t vielleicht die Schrittweite noch
anpassen, dafd ein klares Diagramm entsteht. Vergleich mit dem ersten
Feigenbaumdiagramm und beschreibe deine Beobachtung in Worten. Wahle
die richtigen Begriffe!

baum-Diagramm und das Apfel-
mannchen untereinander dar-
gestellt.

Zeichne parallele Linien zur
a-Achse zwischen dem Apfel-
mannchen und dem Feigen-
baum-Diagramm.

Bei welchen Zahlen ¢ schneiden
diese Linien das Apfelmannchen?

Kannst du daraus schon ableiten,
was beim Apfelmannchen aufge-
tragen ist? Uberlege!

Ist das Apfelmannchen eine
selbstdhnliche Figur? Formuliere
mit deinen eigenen Worten.
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Arbeitsblatt B1 Zwei Funktionsgraphen schneiden sich

Es gibt zwei Mdglichkeiten die Schnittpunkte zweier Kurven, die durch Funktions-
graphen bestimmt sind, zu bestimmen:

- Aufstellen der Gleichungen und Berechnen der Losung,

- Entwicklung eines Naherungsverfahrens zur numerischen Berechnung.
Beginne mit der Untersuchung eines einfachen Beispiels, das dann immer mehr
verallgemeinert wird.

Aufgabe 1. Betrachte die quadratische Funktion fix—x2-1; Q-Q (bzw. R-R)
und die lineare Funktion g : X — X; Q-Q.

a) Zeichne ein Koordinatensystem mit den Bereichen auf den Achsen -4 <x <4
und -4 <y < 5in dein Heft.

b) Zeichne die Graphen Gf und Gg der oben gegebenen Funktionen in das
Koordinatensystem ein.

Hinweis: Wenn du mit einem Funktionsplotter umgehen kannst, fuhre die Aufgabe
damit durch.

c) Trage nun einen Linienzug nach folgender Verfahren schrittweise ein:
1. Wéhle auf der x-Achse den Startwert x,= 1,5.
2. Ziehe eine senkrechte Linie senkrecht bis zu Gf.
3. Zeichne eine waagrechte Linie bis zu Gg.
4. Fahre fort mit Anweisung (2).
Beschreibe den Linienzug, der sich aus dieser Anweisungsvorschrift ergibt.

d) Wahle nun verschiedene Startwerte flr den Linienzug, z. B. 0,8, 0,5, -0,2 oder
auch 1,7. Fertige eine Tabelle, die den Startwert und das Verhalten des
Linienzuges enthalt.

e) Wahle als Startwert die x-Koordinate eines Schnittpunktes der beiden
Graphen. Was passiert jetzt?

Um einfacher Startwerte andern zu konnen, soll das Zeichnen von einer Tabel-
lenkalkulation unterstitz werden. Gut einsetzen |af3t sich wieder eine Programm,
das die Tabelle und die Grafik nebeneinander zeigen kann, da dann Anderungen in
der Tabelle sofort in der graphischen Darstellung beobachtet werden kénnen. Zur
Vorbereitung soll die folgende Aufgabe dienen.

Aufgabe 2. Betrachte nocheinmal die Anweisungen zur Erzeugung des
Linienzuges. Verfolge in der Zeichnung in deinem Heft die aufeinanderfolgen-
den x- und y-Werte der Punkte auf den Graphen und trage diese nun zuné&chst
in eine Tabelle mit den folgen-
den Spalten in deinem Heft| " 3_ : s
ein: : : :

Zeilenzahler n
Definitionsbereich x
Wertebereich y

Die entsprechenden Koordinaten
kannst du auf den Achsen ablesen.
Fir den Startwert x = 1,5 erhaltst du
z. B. (Abb.)




Fraktale und Chaos Experimentelle Mathematik
Wege in die fraktale Geometrie Seite 181

Arbeitsblatt B2 Berechnung der Schnittpunkte der Funktionsgraphen
mit einer Tabellenkalkulation

Aufgabe 1:

a)

b)

Lege ein Rechenblatt mit einer Spalte fur die x-Werte und y-Werte f(x) an. Die
Anzahl der Zeilen setzt man groRR genug an, etwa 200. Offne das Graphikfen-
ster. Fur den Darstellungsbereich gilt -2 < x < 2 und -2 <y < 5. Erzeuge die
Graphen der Funktion f: x ----- >x%-1undg: X ------ > X .

Entwicklung der Formeln fir jede Spalte:

Spalte der x-Werte: aus der Aufgabe 2 des Arbeitsblattes B1 folgt, da? man
bei jedem Durchgang der Anweisungen den neuen x-Wert dadurch erhélt, daf3
man ihn mit dem alten y-Wert gleichsetzt. Im Diagramm entspricht dies einem
Vertauschen von y und x. Damit ergibt sich flr die x-Spalte: x = #y in der
Schreibweise von VIVITAB. Das Doppelkreuz bewirkt, dal das x mit dem
y-Wert der vorangehenden Zeile gleichgesetzt wird. Spalte der y-Werte: Diese
werden wie Ublich aus den x-Werten nach der Funktionsvorschrift berechnet:
hier: y = x*2 - 1. Trage die Formeln in die Tabelle ein.

Schalte die Zeichenautomatik mit dem Eintrag (t) fur eine Treppenkurve ein und
trage den Startwert x = 1,5 in die erste Zeile der x-Spalte ein. Mit v fir
Rechnen wird die Tabelle berechnet und dann in der Graphik die Treppenkurve
erzeugt. Fertige einen Bildschirmausdruck und klebe diesen in dein Heft.

Aufgabe 2: Verfahre ebenso mit der Funktion f.(x), die zusatzlich von einem Para-

meter ¢ abhangt: f: x ------- > x? + ¢ mit c aus {- 0,3; -1,3; -1,4; ...}. Wahle dabei
geeignete Startwerte fir die Schnittpunktsbestimmung, daf’ der Linienzug sich
auf einen Schnittpunkt zusammenzieht. Dein Protokoll soll folgendes in Tabel-
lenform festhalten: c; Startwert; Verhalten der Treppenkurve; Koordinaten der
Schnittpunkte. Deine Aufmerksamkeit soll sich vor allem auf das Verhalten des
Linienzuges richten. Unterscheide hier wichtige Félle.

Aufgabe 3: Die Tabelle enthalt die Koordinaten der Punkte, die den Linienzug

festlegen. Setze wieder verschiedene c-Werte ein und erganze die Tabelle
durch die Zahlen, die am Ende der Tabelle stehen.

Diese Zahlen bekommen einen eigenen Namen. Man nennt sie Attraktoren der
Folge von Zahlen, die in der x- bzw. y-Spalte stehen.

Die Folge ordnet dabei der Zeilennummer n aus IN einen Wert x = a(n) zu:
(a(n)): n --------- > a(n), IN ---------- >Q

Begriff des Attraktors: Gilt fir groR3es n, dal3 schlie3lich a(n) gegen eine Zahl a
strebt, so heil3t diese Zahl a ein Attraktor der Folge.

Die Zahlen der Folge entstehen dabei dadurch, daf} die Zahl der vorangehen-
den Zeile, der Vorgédnger nach der Funktionsvorschrift berechnet wird.
Ubertragen heiRt dies : a(n + 1) = [a(n)]? + c.

Zum Beispiel: Fur die Funktion f: X ------- >x*-1gita(n+1)=[a(n)]*-1

Die Folge (a(n)) mit dem Bildungsgesetz a(n + 1) = [ a(n) J* - 1 zeigt, dal eine
Folge mehrere Attraktoren haben kann. Die hier untersuchte Folge hat die
Attraktoren -1 und O.

Aufgabe 4: Bestimme fir f3(x) = x* - 1,3 die Schnittpunkte mit g(x)=x. Entnimm

der entstehenden Tabelle die zugeordnete Folge des Linienzuges und der
Tabelle die Attraktoren.
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Hinweise zum Aufgabenblatt B1:

Die Aufgaben zielen auf den sinnvollen Einsatz des Rechners ab, sind aber auch
ohne diesen durchfiihrbar, wenn man z. B. auf das Anfertigen der Funktionsgraphen
mit einem entsprechenden Plotprogramm verzichtet. Wichtig ist, dal3 die Schiler
bevor sie den Rechner zu Hilfe nehmen, das Erzeugen der Treppenkurve
verstehen, um aus dieser die Folge auf der x- bzw. y-Achse entnehmen zu kdnnen.
Das hier verwendete Programm VIVITAB erlaubt dann das rechnerunterstitzte
Vorgehen in Ubersichtlicher Weise.

Zu Aufgabe 1b):

Fur diese Aufgabe eignet sich jedes gute Plotprogramm. Es soll nattrlich auch
damit erreicht werden, dal3 der Schiler sich an ein Koordinatensystem gewdohnt,
das nicht mehr auf beiden Achsen die gleiche Skalierung aufweist. Er wird dadurch
gezwungen, die Achsenbeschriftung genau zu lesen und die Werte durch sorgfal-
tiges Ablesen von den dargestellten Achsen zu gewinnen.

Zu Aufgabe 1c):

Ubertragung der Anweisungsfolge in ein Struktogramm bietet sich an. Elementare
Strukturen eines Algorithmus Wiederholung (wiederhole bis...., solange tue bis...)
kénnen dabei zur Sprache kommen.

Zu Aufgabe 1d):

Der Startwert bestimmt das Verhalten der Linienzlige, ob sie sich auf einen Punkt
“spiralférmig zusammenziehen oder auseinanderlaufen”. Dabei ist bemerkenswert,
dal3 fur x < 1,62 der Linienzug immer gegen den linken Schnittpunkt der beiden
Graphen lauft. Fur Startwerte x > 1,62 gibt es keinen solchen Punkt. Die Schnitt-
punkte der Graphen haben also eine unterschiedliche Eigenschaft beziglich der
Eingrenzung des Verhaltens der Treppenkurve.

Fur alle konvergenten Treppenkurven zeigt sich, dal3 diese schlie3lich zwischen
den x-Werten -1 und O pendeln.

Zu Aufgabe le):
Startet man mit dem Linienzug genau im Schnittpunkt, so stimmen alle Punkte des
Linienzuges Uberein.

Zu Aufgabe 2:
Der Schiler soll dem Diagramm entnehmen, dal3 zum Zeichnen des Linienzuges
das Vertauschen des y-Wertes mit dem x-Wert erfolgen muf3. Mit dieser Formulie-
rung umgeht man den Begriff der Umkehrfunktion und vermeidet die Verwirrung,
dal? bei dieser Skalierung nicht an der Winkelhalbierenden des l.Quadranten
gespiegelt wird.

Hinweise zum Aufgabeblatt B2:

In der hier vorliegenden Beschreibung wird auf die Moglichkeiten der Tabellenkalku-
lationen VIVITAB eingegangen.
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9.2 Logistisches
Wachstum und Chaos

9.2.1 Voruberlegungen,
Begriffsklarungen, Modell

Der Trager eines Wachstumsprozesses
wird als Population bezeichnet. Dies
kann die Bevolkerung eines Landes,
eine Tierpopulation, eine Pilzkultur, aber
auch eine wirtschaftliche Grof3e sein,
wie ein Sparguthaben oder das Sozial-
produkt. Die Gr6RRe der Population (Be-
stand) zum Zeitpunkt t wird mit B
bezeichnet. Die Veranderung der
Population  beim  Ubergang vom
Zeitpunkt t zum Zeitpunkt t + Dt wird
durch die GroRe B: = B .x - B:
beschrieben.

Eine Population kann sich in einem
Zeitraum Dt (t ® t + Dt) durch Gebur-
ten G, und Sterbefalle S; verandern.

Die Grundgleichung eines jeden Wachs-
tumsprozesses lautet somit:
Bi+ox =B+ G, s

Definiert man die auf die vorhandene
Population bezogene Geburten- bzw.

Sterberate durch

_ Gt _ St
9t = Bt Und St =g A

so lautet die Grundgleichung mit diesen
Beziehungen:
Bi+o=Bit+ Qteoxest-stex-st (1)

Die Voraussetzung konstanter Geburten-
und Sterberaten und damit auch
konstanter Zuwachsraten ist i. a. bei der
Entwicklung einer Population nicht
gegeben. Bei steigender Population
kommt es durch endogene Faktoren
(Fruchtbarkeit, Sterblichkeit, ...) und exo-
gene (Nahrungsmittelknappheit, Raum-
mangel, Strel3, ...) zu einer Beeinflus-
sung der Sterberate und damit der
Zuwachsrate. FUr die Erstellung eines

Modells nimmt man deshalb an, dal3 die
Sterberate s; proportional zur Population
B: sei:

Si;=S e Bt

Im Zeitraum Dt (t ® t + Dt) ist die Zahl
der Sterbefalle dann
St =St.p-Bt—S°* Dt e Bt2

Damit lautet die Grundgleichung des

Wachstumsprozesses:
Bi+ox=Bi+geDte Bi-s.ot.s
Biso=(1+geDt)e Bi.s.or-5

oder

(2)

Geht man vom Zeitpunkt t bzw. t + Dt zur
Nummer k bzw. k+1 des Zeitpunktes
Uber, so sind BestandsgroRen B . o

durch Bw: und B; durch By und die
Raten r..» durch r¢ zu ersetzen.
t t+Dt
0 Dt 2Dt keDt (k+1)Dt T
1 1 | | |
11 [ [ [
0O 1 2 k k+1 n

Damit wird aus Gleichung (2):

Bk+1:(1+g)'Bk—s-Bk2 (3)
Ein durch die GroRRengleichungen (2)
oder (3) definierter Wachstumsprozess
wird als logistisches Wachstum bezeich-
net. (vgl. Durr/Ziegenbalg, Mathematik
fur Computeranwendungen, Schoéningh-
Verlag, S. 193 - 203)

Betrachtet man das Problem formal
mathematisch, so hat man es mit einer
Differentialgleichung

db _ 2

dt =g-b-s-b
zu tun, die sich ohne Muhe integrieren
l&aRt und eine Losung ergibt, die fur t - o
stets die Asymptote b = 5 besitzt.
Diese obere Schranke % wird als
Umweltkapazitat fur die Population
bezeichnet.
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9.2.2 lterative L6sung des
Wachstumsprozesses - Modell

Formt man Gleichung (2) um, die das
logistische Wachstum beschreibt, so
erhalt man mit x := B

Xt+Dt:(1+g'Dt)'X'S'Dt°X2
und mMit X¢+ 1 = Xney = Xar + DX

Xneu = Xalt + (g ® Xat-S * Xaltz) ® Dt
DZW. Xneu = (1+ g ¢ Dt) ® Xar - S * Dt © Xa?
Der Funktionsterm bzw. die Iterations-
vorschrift, die es zu untersuchen gilt,
lautet:

fi(x)=(L+geDt)ex-se*Dtex?(4)
beziehungsweise

fi(x) = (1 +g)ex-sex? (5)
Mit g = gi. o UNd S = S;. . Zeichnet man
den Graphen der Funktion f(x) (5), so
ergibt sich eine nach unten geéffnete
Parabel mit den

1+g-At

Nullstellen  (0]0) und (—=a{0)
. 1+gAt, 1+gAt2

und dem Scheitel (%| :‘g_m ).

Zur Vereinfachung wahlt man das Zeitin-
tervall At= S—lg

Durch diese Normierung wird das Inter-
vall [O; l:‘JA.tAt] auf das Intervall [0; 1] ab-
gebildet.
ft(x):(1+g-ﬁ)-x- s-s_—lg-x2
i) =57 (x- x2) (6)

Mit « = 5°g ergibt sich schlieBlich:
fa(x)=a-x-(1-x) (7)

Damit ergibt sich die nach M. J. Feigen-
baum benannte Abbildung.

Als Graph dieser Abbildung erh&lt man
(analog zu oben) eine nach unten geoff-
nete Parabel mit den Nullstellen (0|0)

und (L|0) sowie dem Scheitel (3] ).

Obige Normierung kann dahingehend
interpretiert werden, dall 1 die
Maximalzahl von Individuen ist. Es ist

klar, dalR nur Startwerte xo mit 0 < Xxo< 1
sinnvoll sind.

In diesem Modell des logistischen
Wachstums beschreibt x etwa die Popu-
lationsdichte einer Anzahl von Individu-
en. Man mif3t x in regelmafigen Abstan-
den und erhalt Mel3werte Xo, X1, Xz, ... Die
Dynamik des Systems ist durch die
Abbildung f gegeben, d. h. zwischen den
MeRwerten x, besteht der Zusammen-
hang Xu: 1 = f(X).

x = 0 bedeutet, dal kein Individuum
existiert, und f(0) = 0, dalR dabei nicht
plotzlich ein Individuum entstehen kann.
Die Dichte 1 bedeutet, dal’3 die Popula-
tion Ubersattigt ist, und wegen (1) = 0
ausstirbt. Durch diese Bedingungen wird
ein zu starkes Anwachsen der Popula-
tion verhindert.

In  Wirklichkeit wird die Populations-
dichte von einer Vielzahl von Faktoren
beeinfluf3t. Trotzdem ist es sinnvoll und
lehrreich, dieses vereinfachte Modell zu
untersuchen, da hier bereits die wesent-
lichen qualitativen Eigenschaften erfah-
ren werden kdnnen.

Die Falle xo=0 und Xo=1 sind bereits
beschrieben. Zu untersuchen ist also,
welches Verhalten sich fir xo 1 ]0; 1]
einstellt. Die Prozesse sind hochsensitiv
bei festem Wert von X, und einer
Anderung von a bzw. bei festem a und
einer Anderung des Startwertes Xo.
Geringfugiges ,Zittern” von X, bzw. a
bewirkt dramatische Ver&nderungen,
wodurch der ,Schmetterlingseffekt” -
geringste Ursache, grof3te Wirkung - in
eindrucksvoller Weise veranschaulicht
wird. Ausgehend von einem Startwert Xo
kann nun die Veranderung der Popula-
tion anhand der Iterationsfunktionen (6)
bzw. (7) in Abhangigkeit von den
Parametern g und s bzw. a untersucht
werden, wobei einem Wert Xa: durch die
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lterationsvorschrift f fortlaufend ein
neuer Wert X, zugeordnet wird.

9.2.3 Mdogliche Erarbeitung im
Unterricht

Teilprobleme bzw. Teilaufgaben

Es ist nicht moglich, Begriffe wie Folge,
Grenzwert, stabiles Gleichgewicht in der
Realschule (S 1) in mathematischer
Strenge zu definieren und zu verwen-
den. Es ist aber durchaus ,legal”, diese
Begriffe propadeutisch und anschaulich
einzufuhren, ohne sie dabei fachlich zu
verfalschen.

Folge: Folge von Zahlen, wobei die
einzelnen Glieder nach einem bestimm-
ten Bildungsgesetz berechnet werden;
Beispiel:
x(nN)=n2+1 (nelINg) oder
Xn+1 =X§+0,5 (X € IR)

Grenzwert: Bestimmter Wert g, dem
sich die Glieder x(n) einer Folge mit
wachsendem n immer mehr annéhern
(und zwar so, dal3 von einem bestimm-
ten x(n) ab die Differenz Ix(n)- glkleiner
als jede noch so kleine positive Zahl
wird).

a) lterative Darstellung von (exponenti-

ellen) Wachstumsprozessen, z. B.
anhand der Gleichung f(x) = k « x mit
k>0;
Beispiele sind Zinseszins, radioaktiver
Zerfall, Verbreitung eines Geruchts,
einer (ansteckenden) Krankheit, sowie
die Begriffe Iteration und Iterationsal-
gorithmus.

b) Hinflhrung zum Problem anhand
einer konkreten Aufgabensituation;
Erkenntnis, dal® die Iterationsvor-
schrift f(x) = k « x zur Beschreibung
der Entwicklung einer Population
ungeeignet ist (k > 1. unbegrenztes
Wachstum, k < 1. Aussterben);

Erarbeitung eines Modells fur das
logistische Wachstum und anschauli-
che Einfihrung der relevanten
Begriffe (s. Abschnitt 9.2.1.) Formulie-
rung der Grundgleichung fir das
logistische Wachstum in Form einer
Iterationsvorschrift; Ziel: Gleichungen

3) (6) (7).

¢) Abbildung des Modells im Rechner mit

Hilfe eines geeigneten Werkzeugs
(derive, MatheLab, Mathcad, ...);
Grundsatzlich kdonnen die Untersu-
chungen auch ,zu Ful3” mit dem
Taschenrechner durchgefuhrt werden,
obgleich sie dann nicht mit der erfor-
derlichen Schnelle und Vielfalt ausge-
fuhrt und bis zur notwendigen lterati-
onstiefe  vorangetrieben  werden
kénnen.

d) Untersuchungen von Wachstumspro-

zessen anhand der Gleichung
fxX)=(1-g)ex-sex?
mit unterschiedlichen Anfangswerten
Xo sowie unterschiedlichen Belegun-
gen der Parameter, Wachstumsrate g
und Sterberate s. Wertetabelle
und/oder  graphische  Darstellung
kénnen interpretiert werden (Gleich-
gewichtsfall, Umweltkapazitat als
Grenzwert). S. Kap. 9.2.5 Beispiele
(g = 0,08, s =0,0001, xo= 20).
Speziell: 0<g<2 (Stabiler Gleichge-
wichtswert k = g/s) und g > 2 (Kein
stabiler Gleichgewichtswert).

e) Untersuchung von Wachstumsprozes-

sen anhand der Gleichung
fa=a-x-(1-Xx)

fur unterschiedliche Belegungen des

Parameters a und fur variable

Anfangswerte X, (0 < X< 0);

Wertetabelle und/oder graphische
Darstellung sind zu erzeugen und zu
interpretieren; zusatzlich wird der
Iterationsprozess graphisch veran-
schaulicht (s. Kap. 9.2.5 Beispiele);
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insbesondere kdnnen hierbei folgende
Fragen bzw. Teilprobleme von Inter-
esse sein:

- Verifikation der Aussagen (Vermu-
tungen) fur xo=0 und Xo = 1;

- 0<a<1 (Feststellung: jede Folge
konvergiert gegen 0);

- 1<a<3 (Feststellung: jede Folge
konvergiert gegen 1- %; aus dem
bekannten Fixpunkt zweigt eine
neue Bahn von Fixpunkten ab.

- Gibt es Startwerte, bei denen die
Individuenzahl konstant bleibt ?

Diese Frage ist gleichbedeutend
mit dem Problem, ob fiir die Abbil-
dung f Fixpunkte existieren;

Fur die nicht notwendig stabilen

Gleichgewichtswerte  bzw.  Fix-
punkte gilt:
Xix 1 [0;1] ist Fixpunkt von f, wenn
f(Xfix) = Xix-

Die Gleichungen (6) und (7) liefern
neben dem trivialen Fall xqx= 0,
a1l _9_
Xfix ="a =s=K

Ein Fixpunkt xs i [0;1] heil3t stabil,
wenn es ein offenes Intervall J von
[0;1] mit X7 J gibt, so daf3 fur jeden
Startwert X, die Folge der x« gegen
Xix Konvergiert. Der Begriff stabiler
Fixpunkt bzw. stabiles Gleichge-
wicht l&Rt sich so interpretieren,
dal? sich, ausgehend von einem
Startwert X, das System nach
einiger Zeit auf den Fixpunkt X
einpendelt; wird dieses Gleichge-

wicht durch &aulere Einflisse
gestort, so kehrt das System
wieder in den urspringlichen

Zustand zurtck, falls die Stérung
nicht zu grol3 war; (s. dazu P.
Dormayer, Chaos bei der Feigen-
baumabbildung f(x) = 4x (1 - X) in

Didaktik der Mathematik, Heft 3,
1991, S.207).

- Gibt es Belegungen fir a, so dalf3,
unabhangig vom Startwert X, die
Iteration auf einen Gleichgewichts-
wert (Fixpunkt) hinlauft? (a = 2!)

- Interessant ist auch die Untersu-
chung Uber die Abhéangigkeit der
Anzahl von Fixpunkten von der
Belegung von a. Es zeigt sich, dal3
es mit wachsendem a zu einer
deutlichen  Verdoppelung der
Anzahl der Grenzwerte (Fixpunkte,
Attraktoren) kommt. Die Fixpunkte
spalten sich auf (Heugabeleffekt,
Bifurkation,  Verzweigungsbaum).
Bei einem  kritischen  Wert
a = 3,5699... wird die Angelegen-
heit dramatisch. Hier beginnt das
Chaos; die x,-Werte springen vollig
regellos  (aperiodisch)  umher,
Aussagen uber Grenzwerte sind
nicht mehr moglich. a > ay stellt
den Ubergang von der Ordnung
zum Chaos dar.

Anknupfungspunkte im Lehrplan

Direkte Anknupfungspunkte gibt es fur
diese Thematik im Mathematiklehrplan
der Realschule (S 1) nicht. Dieser
Themenbereich ist aber durchaus im
Rahmen einer experimentellen Mathe-
matik als Erweiterung und Vertiefung
des Lernzielkomplexes ,Exponential-
Funktionen” denkbar, zumal die Behand-
lung dieser Probleme &aul3erst reizvoll
und motivierend ist sowie wegen seiner
Bedeutung und Aktualitat in einem
modernen Mathematikunterricht ihren
Platz finden sollte.

Voraussetzungen:
Zuordungsbegriff, Funktionsbegriff
Umgang mit Wertetabellen und
Diagrammen
Fahigkeit,

tabellarische und
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graphische  Darstellungen  von
Relationen und Funktionen inter-
pretieren zu kdnnen
Sicherer Umgang
Werkzeug

mit  einem

Zeitbedarf: Minimum 4 Stunden;
je nachdem, wieviele der vorste-
henden Teilprobleme behandelt
werden sollen und wie tief diese
jeweils ausgelotet werden mdochten,
wird sich die erforderliche Stunden-
zahl erhdhen.

9.2.4 Anmerkungen zur Software

Die unter 9.2.5 angeflgten Beispiele
bzw. Bildschirmausdrucke sind mit dem
Programm derive (Version 2) erstellt,
sind aber, was Iterationsprozel3 und
Graphik anbelangen, auch mit einem
anderen Werkzeug, z. B. Vivitab,
nachzuvollziehen. Das Programm derive
erklart sich dber eine Menufiihrung
weitgehend von selbst. Wesentlich ist,
dal3 Optionen integriert sind, die es
erlauben, Rechengenauigkeit, Rechen-
modus, die Art der graphischen Darstel-
lungen usw. einzustellen. So ist z. B.
anzuraten, im Menupunkt ,Options
Precision” den  Approximate-Modus
einzustellen, weil sonst u. U. wegen des
bei Iterations- prozessen bendétigten
grof3en Speicherbedarfs die Kapazitat
des  Arbeitsspeichers  nicht  mehr
ausreicht.

Auf vier Anweisungen sei noch speziell
eingegangen:

- vector(f, x, u, 0) generiert einen
Vektor, dessen Elemente von dem
Ausdruck f gebildet werden, wenn
fur die Variable x der Reihe nach
die naturlichen Zahlen von u bis o
genommen werden. Beispiel:
vector(x?, x, 1, 5) %2® [1, 4, 9, 16,
25]

- element(v, n) liefert das n-te
Element des Vektors v
Beispiel: element([a b c],2) %:® b

- iterates(f, X, Xo,n) generiert einen
Iterationsprozel3 mit der Iterations-
vorschrift f, der Iterationsvariablen
X, dem Startwert xo und der Iterati-
onstiefe n; als Ergebnis erhéalt man
einen Vektor mit X, als erstem
Element.

- bild bereitet als benutzerdefinierte
Funktion die Iterationsergebnisse
fur das Plotten in geeigneter Weise
auf; nach Anwendung des Befehls
»Simplify” auf die Funktion bild
ergibt sich eine Bildmatrix, deren
Elemente Vektoren der Gestalt
[k, f(x«)] sind; mit dem Befehl ,Plot”
kénnen die Elemente der Bildmatrix
als Punkte in ein Diagramm einge-
tragen werden.

9.2.5 Beispiele und Bild-
schirmausdrucke

fa(X) :=a-x-(1- x)

O<a<1: Population stirbt aus.

0<a<3,28 (aq): Eindeutiger Gleichge-
wichtszustand; bei a; spaltet der
Prozel3 auf und es ergibt sich eine
stabile Oszillation der Periode 2.

ap =~ 3,5: Jeder Zweig spaltet erneut auf;
Periode 4; die Aufspaltungen,
gemessen an den Werten flur a,
werden immer haufiger.

a~3,57: Das Chaos tritt ein, d. h. alle
Perioden werden instabil.

a Anzahl Attraktoren (jeweils mit
der Xo=0,600)
Attrak-
toren

0,80 0

1,00 0

2,00 1 0,500

2,80 1 0,642

3,00 2 0,644 0,687

3,14 2 0,538 0,780

3,50 4 0,382 0,500 0,826 0,874

3,56 8 0,348 0,373 0,494 0,550

0,808 0,833 0,880 0,889
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Gehe vom Abszissenwert senkrecht zum Graph Bild 9.2.1
¥%® Ordinatenwert
Gehe von diesem Punkt waagrecht zur Winkelhalbierenden

¥%.® Ordinatenwert wird Abszissenwert

Gehe von diesem Punkt der Winkelhalbierenden senkrecht zum Graph
¥%.® nachster Ordinatenwert

Setze das Verfahren fort

1: "Darstellung mit Derive"
2. f(x,g,sdt):=(1+gdt)x-sdtx?
3 1
dt (9,9) =%%Ya
s-9
4: S
f(X,0,9:=%%% x(1-X)
S-9
5: S
a:=%%Y
s-9
6:
7: f(ax)=ax(1l-x)
8 "
9: a-1
Xfix =% Y%
a
10: g
kapazitét := ¥ ¥a
s
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2
f(g9,8,%):=(1+Qg)x-sx

(s) s
XfiX (9, 9) := [%¥a¥s - 1|/ ¥2¥%%a
(s-9) s-g

"Beispiel: g=0.08 s=0.0001 x0=50 n
= 150"

xfix (0.08, 0.0001) Bild 9.2.2

800 [

Bild 9.2.6

Bild 9.2.3

COMMAND : Center

Delete Help Mouve Options Plot Quit

Zoomn

Enter option

Cross x:61.1111

y:400 Scale x:20 y:200 Derive ZD-plot

Bild 9.2.4

COMMAND : Center Delete Help Moue Options Plot Quit Scale Ticks Window

Zoom

Enter option

Cross x:13.6111

y:15 Scale x:5 y:10 Derive ZD-plot

Bild 9.2.5

COMMAND : Center Delete Help Move Options Plot Quit S

Zoomn
Enter option
Cross x:13.6111

y:15

Scale x:5

y:10

a

€

TCKS

Thaow

Derive ZD-plot

connaND: JETTENEY Center Delete Help Moue Options Plot Quit Scale Ticks Window
Z

oomn
Enter option
Cross x:61.1111

y:0.3 Scale x:20

—

y:0.z

Derive ZD-plot

Bild 9.2.7

COMHAND : TN Center Delete Help Moue Options Plot Quit Scale Ticks Window

Zoom
Enter option
Cross x:61.1111

y:0.3 Scale x:20

y:0.z2

Derive ZD-plot

Bild 9.2.8

COMHAND : TN Center Delete Help Moue Options Plot Quit Scale Ticks Window

Zoom
Enter option
Cross x:61.1111 y:0.3 Scale x:20 y:0.z2

Derive ZD-plot

COMMAND: 'TITETR Center Delete Help Move Options Plot Quit
Zoom

Bild 9.2.9

Enter option

Cross x:61.1111 y:0.3 Scale x:20 ye.2

Derive ZD-plot
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vo=ou

Me0.5 | 0.5

N_¢1 )0y
2

0.8 1i00 %

W ol 0>
L

MC0.5 | 0.8

| Bild 9.2.10

i2
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9.3 Selbstahnlichkeit 9.3.1 Umfang _
fraktaler Gebilde am Bild 9.3.1

Beispiel der
Koch-Kurve
(Koch-Insel).

Ausgehend von einem gleichseitigen
Dreieck mit der Seitenlange lo, wird jede
Seite gedrittelt und Uber dem mittleren
Drittel wieder ein gleichseitiges Dreieck
errichtet. Mit den so entstandenen vier
(pro  Dreiecksseite) gleich langen
Teilstrecken verfahrt man ebenso wie
mit der Ausgangsstrecke, so dalR durch
eine Art Iteration ein schneeflockenarti-
ges Gebilde (Schneeflockenkurve), die
Koch-Kurve entsteht.

Diese Koch-Kurve besitzt einige interes-
sante Eigenschaften:
1. Ihr Umfang ist unendlich lang.
2. Der Inhalt hat einen endlichen Wert.
3. Sie ist selbstahnlich (skalenin-
variant).

Diese Besonderheiten kdnnen in der
Realschule (S 1) durchaus im Rahmen
einer experimentellen Mathematik
Gegenstand des Unterrichts sein, wobei
der Lehrplanbezug mit den Themen
exponentielle Abhangigkeiten, Exponen-
tialfunktionnen, Ahnlichkeitslehre gege-
ben ist. Darlberhinaus bietet die
Betrachtung dieser Koch-Kurven ein
Beispiel fur die Darstellung mathemati-

scher Methoden, das Unhandliche
(sprich Unendliche) in den Griff zu
bekommen.

Bei der Behandlung im Unterricht wird
man zunachst fur die ,Vervielfaltigun-
gen” k = 0; 1; 2; 3 jeweils Umfang und
Inhalt explizit bestimmen, um dann
daraus die Gesetzmalligkeit fur den
allgemeinen Fall zu entdecken bzw.
abzuleiten.

£

. . . k
Es ist: u:klmou(k):fs-lo-klmo(%) = o0,
Dall der Umfang der Koch-Kurve fur
k® ¥ 0Uber alle Grenzen wachst, d. h.
gegen Unendlich geht, kann anhand der

Eigenschaften der Exponentialfunktio-
nen y=caX mit a > 1 (zusétzliche

Bild 9.3.2

N

Veranschaulichung durch Zeichnen und
Interpretation des Graphen) einsichtig
gemacht und begrindet werden.
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Vervielfélti- Laénge der|Anzahl der(Umfang der Koch-Figur|experimentell mit
gung k Teilstiicke |Teilstiicke |u(k) einem ent-

0 lo 3.1 311 sprechenden

| o Programm (z. B.
1 5 3-4 3475 derive) unter-

sucht werden.

2 '30 316 3-16-%0
3 lo 3-64 lo

27 3:64-%7
k lo 4k k lo

EQ > 34K 3%

Y
4 \K
u)=3-1p-(3)" (keNg)
9.3.2 Inhalt
_ 9.3.3 Selbstahnlichkeit

Es ist'A(k): [1+§ E(i)']

4 i=1\9 Verkleinert man den durch die Punkte A

mit I|m 5 ( ) _4 und B begrenzten Kurventeil im Mal3stab
k—oo i=1 5 1:3, so entsteht gerade der durch die
wird A:% J3 - I 5 -Ap. Punkte A und B' begrenzte Teil. Dieser

Dal der Klammerterm fur sehr groR3e
Werte von k (k® ¥) gegen 0,8 strebt,
und damit der Inhalt der Koch-Figur
einen endlichen Wert (exakt das

Teil der Kurve ist ahnlich zur Gesamtkur-
ve: Selbstahnlichkeit. Stellt man also
eine solche Kurve in einem anderen
Mal3stab dar, so ergibt sich dasselbe

1,6-fache des Ausgangsdreiecks), kann | Bild. ~ Die  Gblichen  geometrischen
Figuren besitzen diese Eigenschatft
Vervielfal- |Inhalt der|Anzahl der|Inhalt der Koch-Figur A(k)
tigung k  |kleinen kleinen
Dreiecke Dreiecke
0 0 0 2.3
0" 4
1 J3 _J3 1 |3.1=3.40 2 J3 [..3 r4
E ] 55 [1+3-(8)]
2 3 _J3 1 |3-4=3.41 |5 /3 7, .3 (4+18)]
3247 4 "81 0" 4 'lL-"4°\9"81
3 /3 _J3 1]3-16=3-42 |5 J3 [..3 (4,16 64
2016 ~ 4 " 72 5713 (G+a v 7o)
) : Y
k /3 1 3.4k 3 4 64
Rt %[+ 3 (Gram gt
+(§) )] (keN

-

Klammerterm strebt gegen %
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nicht. So kann man beispielsweise in | [f14: 8-6419%
nachfolgender Abbildung die Gesamtfi- | 4. 2 [L]F
gur so verkleinern, daf} das Dreieck ABC i=1 19
auf das Dreieck DBE abgebildet wird | fit6: 8-729766
(zentrische Streckung); die verkleinerte | 4. 3 [2]*
Gesamtfigur ist jedoch nicht identisch mit i1 13
dem Dreieck DBE, da die Gesamtfigur | #18: 8.786126
die Strecke [DE] enthalt, die im Dreieck | ,,,. 12 [2]*
DBE nicht auftritt. An diesem Beispiel i1 9
kann dem Schiler der Unterschied | #2@: 8.799759
zwischen ahnlichen Figuren (geometri- | ., . 52 [4]i
sche Figuren, die durch eine Ahnlich- i=t |9
keitsabbildung aufeinander abgebildet | #22: 8.799999
werden konnen) und geometrischen | . . 188 (4 }i
Figuren mit der Eigenschaft der i1 L9
Selbstahnlichkeit (beliebig kleine Teile 24: 0.799999
einer Figur sind der Gesamtfigur ahnlich, | 10ee [i]i
unterscheiden sich von dieser also nur Tt L9
in der Gré3e) deutlich gemacht werden. 26: B.799999 Bild 9.3.5
C 24: 8.799999
Bild 9.3.3 1008 [ 4 ]i
25: E e
E i=1 9
26: B.799999
27: "
k [ 4 ]i
28: lim E —
k2w i=1 9
3 N : 29: 8.8
3@: v
Bl: "Inhalt des Ausgangsdreiecks:" 9
2 1 -J3 3
1 -43 #31: a == [1 + —-@ 8]
B2: aB = 4 4
4
2
K3: 1 -J3 [ 3 ]
1+ —-Q.8
B4: "Inhalt der Koch-Figur:" 4 4
#3iZ2: g ==
2 2
1 -J43 3 k 4 3i 1 -J3
B5: Adk) == -[1 + —- E [___] ]
4 4 i=1 ? 4
{7 33: 1.6
B?: "Untersuchung des Summenterms:" £34: “"a = 1.6 0 a@"
k 4 3i
8 : 151 —;—
0 (4 9.3.4 Zusatzliche Aufgaben und
we: B |— Ubungen:
i=1 ?
Bid: @8

#11: E

B12:

2
#13: E

1. Statt gleichseitiger Dreiecke werden
Uber den mittleren Teilstrecken
jeweils Quadrate gezeichnet.

2. Ausgangsfigur ist ein regulares
Sechseck mit der Seitenlange o = 1
LE.
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3. Nachweis der Selbstahnlichkeit am

a) Quadrat (- V2 )
b) Pentagramm (—» l+f ]

oy

B O 0 PR POOUF 0O FRTPS PO FOUOF O 000 (FUOF) SORURIDS SPPSTROIS PSRN PSP SN SO

OSSR RS USRNSSR U SRV PPN 5 SUTSUOL SO0 =T/ URVRUOOE SRR HRT SUON
B PO OO SO SPSUOOS SO PSP PSS St
i-an

TP NOUUUUUS FOORTPOOS ST BUPROOE S

-2 2 : € : 10 : 14 18 22 z8

Bild 9.3.6

Bild 9.3.7




Fraktale und Chaos
Selbstahnliche Figuren mit Turtle-Graphik

Experimentelle Mathematik
Seite 195

9.4 Selbstahnliche
Figuren mit
Turtle-Graphik

Aufbauend auf den Beitrag Uber die
Erzeugung von geometrischen Figuren
mit Turtle-Graphik sollen Figuren behan-
delt werden, die durch einen rekursiven
Aufruf einer Prozedur erzeugt werden.
Der neue Aspekt ist, da3 diese Kurven
nicht vollstandig, sondern nur bis zu
einem Grad dargestellt werden kdnnen,
der durch die Bildschirmauflosung
bestimmt wird. Das Prinzip des Aufbaues
dieser Kurven ist in jedem Dbeliebig
kleinen Ausschnitt der Kurve enthalten.
Es hat sich herausgestellt, da? auch
ohne Rechnereinsatz derartige Kurven
schon in der Unterstufe gezeichnet
werden konnen.

Lehrplanbezug: Regelmé&Rige Dreiecke,
Vierecke und Vielecke ab 7. Jahrgangs-
stufe, Kurvenlange

Zeitbedarf: 2 Unterrichtsstunden
Voraussetzungen:

einfachen Editor
oder in COMAL

Umgang mit dem
in TURBO-PASCAL

Mathematik: Koordinatensysteme, Innen-
und Aul3enwinkelsatze,
Doppelkreuzung

Informatik: Programmcode -> Compiler
-> Programm, EVA-Prinzip (siehe
ITG)

Programm: Turbo-Pascal und TPGraf,
Kuhlewind - Befehlserweiterung zur
einfachen Grafikprogrammierung in
Turbo-Pascal 4.0/ 5.0/ 5.5 (Zentral-
stelle) oder COMAL

Literatur:
Fractals for the Classroom: Strategic
Activities Volume One, Peitgen, Jirgen

Saupe, Maletsky, Perciante,
New York 1991, Springer-Verlag

Yunker,

Informatik-Fachberichte 220, F. Stetter,
W. Brauer, Heidelberg 1987, Vortrag: D.
Stobbe, Einfuhrung rekursiver Denk-
schemata zur Problembeschreibung und
-l6sung am Beispiel einer Robotersimu-
lation

BUS Thema: Informatik-Themen im
Grundkurs Mathematik S I, Zentralstelle
fur Computer im Unterricht, S. 82 - 91,
Minchen 1988

Baumann, Rekursion: Beispiele aus der
Grafik, Minchen 1987

TPGraf - Befehlserweiterung zur einfa-
chen Grafikprogrammierung in Turbo
Pascal, G. Kuhlewind, Zentralstelle fir
Computer im Unterricht, Augsburg 1990

Mathematik mit Comal-Grafik, Reinhard
Mauve, Bonn 1989

9.4.1 Vorbereitende Ubungen

9.4.1.1 Zeichenpapier

Es zeigt sich, dal3, um von dem so
anderen Erzeugungskonzept fraktaler
Kurven eine gute Vorstellung zu vermit-
teln, das Zeichnen dieser Kurven
zunachst per Hand gut geeignet ist. Ein
Schuler sieht sehr schnell die Grenzen
seiner Zeichenmdglichkeiten und wird
vorschlagen, fur die sich immer wieder-
holenden Handlungsablaufe den Rech-
ner einzusetzen.

Erleichtert wird das Zeichnen per Hand
durch die Wahl von geeigneten gemu-
sterten Papiervorlagen.

hier verwendet

Zwei Arten sollen

werden:
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i)  kariertes Papier - 'Einheitszelle’ ist
ein Quadrat fur rechtwinklige
Kurvenstrukturen

i) rautiertes Papier - 'Einheitszelle’ ist
eine Raute fur schiefwinklige
Kurvenstrukturen

9.4.1.2 Programmgerust

Wie schon bei den Beispielen zu einfa-
chen geometrischen Figuren sollen Pro-
grammteile in ein Programmgerust
eingetragen werden, das die Steuerung
des Bildschirmaufbaus und die Varia-
blenumgebung im Programm unterstitzt.
Die Anweisungen der Turtle-Graphik
werden von der Programmbibliothek
TPGraf von Giunther Kiihlewind bereitge-
stellt. Das Rahmenprogramm hat in etwa
folgenden Aufbau:

PROGRAM pr ogr anmmarne;

uses TPG af { G Kihl ewi nd, Gyma-
si um Ber cht esgaden, 30. 05. 90}

BEGA N { Haupt pr ogr anmi

G afi kEi n;

Def Kart Wl t (-0. 6, -0.6, 14, NOT
mttig);

Raster (0.5, 0.5);

Achsen("x", "y');

got oxy( (6, 25);
dricken !7);

wite( Taste

warten,;
G af i KAus;
END.

9.4.1.3 Alltagsprobleme rekursiv
beschrieben

Einige Beispiele, die zeigen, dal3 ver-
traute Strukturen und Prozesse aus dem
Alltag mit Hilfe von Rekursionen
beschrieben werden kdnnen. Geeignet
sind solche Vergleich in hoheren
Jahrgangsstufen, um die Schwierig-
keiten beim Erfassen rekursiver Struktu-
ren aufzuzeigen.

Struktur eines Verkehrsstaues auf einer
Strale:

() d. h. leer, falls kein Auto
steht

Stau =
(Auto, Stau), sonst

Sprachliche Formulierung:

Ein Stau besteht, falls er vorhanden ist,
also nicht leer ist, aus einem Auto, hinter
dem sich eine Stau bildet.

Das Auflosen des Staus schreibt sich
rekursiv folgendermal3en:

(), keine Aktion, falls kein
Stau vorhanden ist
Stau
auflésen =
(Auto fahrt an, Stau auflo-
| _sen), sonst

Sprachliche Formulierung:

Ein Stau wird aus der Sicht des letzten
Fahrzeuges so aufgelost, dal3 das
vordere Auto anfahrt und “Stauauflésen”
wieder angewandt wird.

Ebenso lalt sich eine Treppe als (Stufe,
Treppe) auffassen und der Prozeld des
Treppensteigens zerlegen in den rekur-
siven Aufruf (Stufesteigen, Treppestei-

gen):

() leer, falls keine Stufe
vorhanden
Treppe =
| (Stufe, Treppe), sonst

() keine Aktion, falls keine

Stufe da ist
Treppen-
steigen =
(Stufe steigen, Treppen-
| steigen), sonst
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9.4.2 Kochkurven,
Schneeflockenkurve

9.4.2.1 Kochkurven

Der Aufbau der selbstahnlichen Figuren
erfolgt immer nach dem gleichen Prinzip:

- Es gibt eine Startfigur, den
sogenannten Initiator -> Stufe 0.

- Es gibt eine Figur, die zeigt, wie
daraus die Form der Kurve gewon-
nen wird, den sogenannten
Generator ->Stufe 1.

Festlegen des Initiators
Wiederhole
Anwendung des Generators auf
die Stufe 0
Anwendung des Generators
Stufe 1
Anwendung des Generators
Stufe 2
Anwendung des Gene-
rators Stufe n
bis die n-te Zeichenstufe erreicht ist.

Der rekursive Aufbau stellt sich etwa so
dar: -

() kein Initiator

vorhanden

Kurve
zeichnen =
(Generator anwenden,

| Kurve zeichnen), sonst

Zeichnen der Kochkurve

Zeichnen auf rautiertem Papier; Punkte-
raster unter 60° bzw. 120° - Winkeln.

Initiator: Strecke der Lange 18 LE
(Lange des Initiators sollte durch
drei teilbar sein)

Generator - sprachliche Formulierung:
1. Teile die Strecke in drei gleiche
Abschnitte

2. Zeichne Uber dem mittleren
Abschnitt ein gleichseitiges Dreieck

Der Generator wird nun auf jede neu
entstandene Strecke angewandt.

Umsetzen des Generators in eine

Programmprozedur:

PROCEDURE Drittel n(Gad:integer; L
real);

BEG N

| F keypressed THEN | F readkey=ESC
THEN Abbruch: =t r ue;
| F Abbruch THEN exit;
| F Grad>0 THEN BEG N
Dritteln(Grad-1, L/3);
TurnLeft ( 60);
Dritteln(Grad-1, L/ 3);
Tur nRi ght (120);
Dritteln(Grad-1, L/ 3);
TurnLeft ( 60);
Dritteln(Grad-1, L/ 3);
END
ELSE For Wi(L)
END;

Die in Kleinschrift dargestellten Anwei-
sungen dienen nur zum Abbruch des
Programms und koénnen auch entfallen.
Der Prozedurkopf sollte bereits vorberei-
tet sein, so dal3 die Schuler nur die
Turtle-Anweisungen erganzen mussen.

Im Hauptprogramm erfolgt der Aufruf
dieser Prozedur durch die hervorge-
hobene Programmzeile:

BEGA N { des Hauptprograms }
I ni t G aph;
Def Cart Worl d(-0. 5,
centered);
got oxy(2, 25);
ESC ') ;
REPEAT
Def Wndow( 0, 1/24, 1, 1, Borde-
clipOn);
clrscr; Abbruch: =fal se;
Def MaxW ndow;
got oxy(30,25); wite(' Ordnung :
'); Readlnt(Ordnung, 1);
Def Wndow( 0, 1/24, 1, 1, Borde-
clipOn);
Set Position(2,2);
Set Headi ng(0) ;

-0.7, 12, NOT

write(' Abbruch mt

rn,

rn,




Zentralstelle fir Computer im Unterricht, Augsburg

Seite 198

Selbstahnliche Figuren mit Turtle-Graphik

Drittel n(Ordnung, Grundseite);

Def MaxW ndow;

REPEAT
got oxy(57,25); wite(' Noch
einmal (j/n) ? ');

ReadStr(jn, 1)

UNTI L upcase(jn[1]) IN["J",
1 NI ] ;
UNTI L upcase(jn[1])="N;
cl oseGraph
END.
Bild 9.4.1
Bild 9.4.2

Abbruch mit ESC! Ordnung : 3 Noch einmal (j/n)

Weitere Moglichkeiten fur Kochkurven:

Bild 9.4.3

Bild 9.4.4

Abbruch mit ESC! Ordnung @ 2 Noch einmal (j/n)

Bild 9.4.5

Abbruch mit ESC! Ordnung : 3 Noch einmal (j/n)

9.4.2.2 Schneeflockenkurve
(Triadische Koch-Insel)

Der Initiator der Schneeflockenkurve ist
ein gleichseitiges Dreieck. Der Genera-
tor der Kochkurve wird nun auf jede
Seite des Dreiecks angewandt. Dadurch
ergeben sich asthetische Figuren, die an
Kristallstrukturen erinnern. Sie wurde im
1904 von Koch erstmals und die Frage
nach nach der entstehenden Grenzfigur
gestellt. Da diese Kurve ein Flache
einschliel3en, nennt man sie auch Koch-
Inseln. Der Programmaufruf mufd dazu
nur das Zeichnen der Koch-Kurve tber
jeder Dreiecksseite beinhalten.

Programmaufruf:

Abbruch mit ESC! Ordnuna @ 1 Nach einmal (i/n)

Drittel n(Ordnung, Grundseite);
Tur nRi ght (120);

Drittel n(Ordnung, Grundseite);
Tur nRi ght (120);

Drittel n(Ordnung, Grundseite);
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Bild 9.4.6

2 a & 8 10

Abbruch mit ESC!
u

Ordnung @ 1 Noch einmal (j/n)

Bild 9.4.7

2 a & 8 10

Abbruch mit ESC!
u

Ordnung @ 2 Noch einmal (j/n)

Bild 9.4.8

2 4 6 a8 10

Abbruch mit ESC! Ordnuna @ 4 Nach einmal (i/n)

Weitere Aufgaben bestehen in der
Verwendung anderer Generatoren oder
in der Wahl eines anderen Initiators,
z. B. einregelméaRiges Finfeck. Interes-
sant sind solche Generatoren, die sich
nicht tberschneiden oder bertihren und
so zu einer Uberdeckung der Flache
fuhren (vgl. Peano-Kurven).

Hieraus wurde der Begriff der Dimension
entwickelt (Hausdorff-Dimension auf-
grund der Selbstahnlichkeit der Figur).

9.4.2.3 Pfeilspitzenkurve

Auf ein ganz anderes Ergebnis bekommt
man, wenn man als Initiator wieder eine
Strecke wahlt und darlber die folgende
Figur zeichnet (Bilder 9.4.9 ff.):

Manuelles Zeichnen auf rautierten
Papier. Die neue Schwierigkeit besteht
darin, dal3 die Figur einmal nach auf3en
und dann wieder nach innen gezeichnet
werden muf3. Man fihrt deshalb neben
dem Grad der Kurve und der Seiten-
lange noch die Orientierung des neuen
Linienzuges ein, z. B. +1 nach innen; -1
nach auf3en.

Die Prozedur fur die Pfeilspitzenkurve
lautet dann:

PROCEDURE pfeil (Grad, Oientierung
sinteger; L : real);
BEGA N
| F keypressed THEN | F readkey=ESC
THEN Abbr uch: =t r ue;
| F Abbruch THEN exit;

| F Grad>0 THEN BEG N
{gotoxy(5, 5);
wite(orientierung);warten;}

TurnLeft (60*Orientierung);
pfeil (Gad-1,
-Orientierung, L/2);
Tur nRi ght (60*Ori enti erung);
pfeil (Gad-1,
Orientierung,L/2);
Tur nRi ght (60*Ori enti erung);
pfeil (Gad-1,
-Orientierung, L/2);
TurnLeft (60*Orientierung);

END
ELSE For\WD(L);
END;

Das Hauptprogramm enthalt den Aufruf

der Prozedur:
pfeil (Ordnung, Orientierung,
Grundseite);

Man wird erst das Ergebnis erzeugen
lassen. Zur Ergdnzung kann man noch
das gleichseitige Dreieck mit Hilfe einer
Prozedur Dreieck einzeichnen lassen.
Interessant wird der Zusammenhang zu
Sierpinski-Dreiecken, die im n&chsten
Abschnitt auf eine ganz andere Weise
erzeugt werden.
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Bild 9.4.9

Abbruch mit ESC! Ordnung @ 1 Noch einmal (j/n)

Bild 9.4.10

Abbruch nit ESC! Ordnung : 2 Noch einmal (i/n)

Bild 9.4.11

Abbruch mit ESC! Ordnuna @ 5 Noch einmal (j/n)

Bild 9.4.12

Abbruch mit ESC! Ordnuna @ 7 Noch einmal (j/n)

Bild 9.4.13

Abbruch mit ESC! Ordnuna @ 9 Nach einmal (i/n)

9.4.2.4 Sierpinski-Dreiecke

Es soll eine Figur nach folgenden Schrit-
ten erzeugt werden:

- Gegeben ist eine gleichseitiges
Dreieck mit der Seitenlange 9 cm.
- Konstruktionsanweisung: Verbinde
die Mittelpunkte der Seiten
miteinander.
- Wiederhole dies fir jedes neu
entstandene Dreieck.
Hinweis: Das Mittendreieck soll keine
Verbindungslinien zeigen.

Die entstehende Figur heil3t Sierpinski-
Dreieck.

Bild 9.4.14

2 a & E] 10
Abbruch nit ESC! Ordnung ! 1 Noch einnal ¢i/n)
u
3
4
2
2 a 3 E} 10

Abbruch mit ESC!
u

Ordnung : 3 Noch einmal (j/n)

Bild 9.4.16

s
Pl
6 &
oy y:
PN LA
£ ra iy Fa
DB D AN
AAVAAVA A SSP PPN
Par
4 P
2

Fa
LN

v AAAAA AN AN AN AN
AVAVAVAVAVAV AVAV.AVAVANAN

AYMVA A#xVA AVMYA AVxVA AVK:A

Abbruch mit ESC! Ordnung : S5 Noch einmal (j/n)



Fraktale und Chaos
Selbstahnliche Figuren mit Turtle-Graphik

Experimentelle Mathematik
Seite 201

u

Bild 9.4.17

2 a 6 8 10
Abbruch mit ESC! Ordnung : &

Noch einmal (j/n)

Entwurf eines Programmes mit Hilfe der
Turtle-Graphik:

PROCEDURE Si er p( Grad: i nt eger;
L: real);
BEG N

| F keypressed THEN I F

r eadkey=ESC
THEN Abbruch: =t r ue;

I F Abbruch THEN exit;

| F Gad>0 THEN BEG N
Drei eck(L);
Forwi(L/2);
Tur nLeft (60);
Drei eck(L/2);
Tur nRi ght (60) ;
sierp(Gad-1,L/2);
TurnLeft (120);
Forwi(L/2);
Tur nRi ght (120);
sierp(Gad-1,L/2);
Tur nRi ght (120);
Forwi(L/2);
TurnLeft (120);
sierp(Gad-1,L/2);

END;
END;

Der Aufruf der Prozedur im Hauptpro-
gramm muf3 den Grad der Kurve und die
Seitenlange Ubergeben:

Si er p(Ordnung, G undsei te);
Aufgaben:
1) Wie viele Dreiecke entstehen nach

jedem Schritt?

2) Das Konstruktionsverfahren soll
nicht auf die “AuRendreiecke’,
sondern auf das Dreieck in der
Mitte angewandt werden. Wie

schaut die Figur nach vier lterati-
onsschritten aus? Welche Seiten-
lange hat sie?

3) Anstelle eines Dreiecks als Startfi-
gur kann man auch ein Quadrat
nehmen. Das Konstruktionsverfah-
ren lautet dann:

- Teile die Seiten in drei gleiche
Abschnitte

- Zeichne in die neun entste-
henden Randquadrate wieder
ein Mittenquadrate

Die Konstruktion &Rt sich leicht auf

kariertem Papier durchfihren.

9.4.3 Chaos - Spiel
Die Spielregeln:

Gegeben ist das gleichseitige Dreieck
ABC. Man wahlt einen beliebigen Start-
punkt im Innern des Dreiecks. Durch
Waiirfeln wird die Bewegung in Richtung
auf eine der Ecken festgelegt. Den
nachsten Punkt erhalt man durch Halbie-
ren der Strecke zwischen dem jetzigen
Punkt und der durch Wirfeln bestimmten
Ecke. Sinnvoll erscheint z. B. bei
Wirfeln der Augenzahl 1, 2 Zeichnen
der Verbindungsstrecke zum Punkt A, fir
3, 4 wahlt man die zur Ecke B und fur
die Augenzahlen 5, 6 den Punkt C zur
Bestimmung des Mittelpunktes.

Welche Figur ergibt sich, wenn man
dieses Spiel lange genug durchfihrt?
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Programm zur Simulation des Spiels

PROGRAM Chaos Spi el
uses TPG af; { G Kuhl ewi nd, Gynmmasi um
Ber cht esgaden, 06. 06. 90}

CONST
zuf al | rea
X . real
y . real
jn : Str80

mmmnn
oo

Procedure Dreieck;
BEG N
For W)( 1) ;
TurnLeft (116.561);
ForW)( 1. 118);
TurnLeft (126. 869);
ForW)( 1. 118);
TurnLeft (116.561);
END;

BEA N {des Haupt programrs}
I nit Graph
Def Cart Wor | d(-0. 2,
NOT cent ered);
gotoxy(2,25); wite(' Abbruch

-0.1, 1.5,

mt ESCl');
REPEAT
Def W ndow( 0, 1/24, 1, 1,
BorderOn, clipOn);
clrscr;

ACHSEN(' x',"'y');

Def Wndow( 0, 1/24, 1, 1,
BorderOn, clipOn);

Set Position(0,0);

Set Headi ng(0) ;

Dr ei eck;

REPEAT
zuf al | : =Random
GOTOXY( 50, 6) ; WRI TE( zuf al 1) ;

if zufall > 0.6666666 then
BEG N
x: =0. 5*(x+0.5);
y:=0.5%(y+1);
END;
if zufall < 0.3333333 then
BEGA N
x:=0. 5% (x+1);
y: =0. 5*y;
END;
if (zufall >= 0.333333) AND
(zufall <= 0.666666) THEN

BEGA N
x: =0. 5*x; y: =0. 5*y;
END;
Punkt (x, y);
UNTI L KEYPRESSED,

Def MaxW ndow;
REPEAT
got oxy(57, 25);
write(' Noch ei nma
(j/n)?);
ReadStr(jn, 1)
UNTI L upcase(jn[1])
IN['J',"NT;
UNTI L upcase(jn[1l])="N
cl oseG aph
END.

Fur eine Simulation des Spiels auf dem
Rechner mul3 man die Koordinaten der
Eckpunkte festlegen und die Mittel-
punkte der mdglichen Strecken zu den
Eckpunkten berechnen. Um das mathe-
matische Problem einfach zu gestalten,
wahlt man A(0|0), B(1]|0) und C(0,5]|1).

Zur Berechnung der Streckenmittel-
punkte gelten folgende Beziehungen,
wie einfache geometrische Uberlegun-
gen zeigen:

Mittelpunkt der Strecke [PA]:
Xneu = Xgt/2; Yneu =Ygjt/2

Mittelpunkt der Strecke [PB]:
Xneu = Xyt + (1 - Xa|t)/2
= (Xgt +1)/2
Yneu =Ygt/2

Mittelpunkt der Strecke [PC]:
Xneu = (Xalt + 1/2)/2;
Yneu = (Yait +1)/2

Der Programmkern erzeugt mit der
Anweisung RANDOM  Zufallszahlen
zuf al | aus [0;1] und ordnet je nach der
GroRe die Lage des neuen Punktes zu.
Da das Koordinatensystem neu skaliert
werden muf3, ist hier das vollstandige
Programm abgedruckt.
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PROCEDURE pfeil (Grad, Oientierung
integer; L : real);
BEG N
| F keypressed THEN | F readkey=ESC
THEN Abbruch: =t rue;
| F Abbruch THEN exit;

IF Gad>0 THEN BEG N
{gotoxy(5,5);
wite(orientierung);warten;}

TurnLeft (60*Orienti erung);
pfeil (Gad-1,

-Orientierung, L/ 2);
TurnRi ght (60*Ori enti erung);
pfeil (Gad-1,

Orientierung, L/2);
TurnRi ght (60*Ori enti erung);
pfeil (Gad-1,

-Orientierung, L/ 2);
TurnLeft (60*COrienti erung);

END
ELSE For W(L);
END;

PROCEDURE pfeil (Grad, Oientierung
integer; L : real);
BEG N
| F keypressed THEN | F readkey=ESC
THEN Abbruch: =t rue;
| F Abbruch THEN exit;

IF Gad>0 THEN BEGA N
{gotoxy(5,5);
wite(orientierung);warten;}

TurnLeft (60*Orienti erung);
pfeil (Gad-1,

-Orientierung, L/2);
TurnRi ght (60*Ori enti erung);
pfeil (Gad-1,

Orientierung, L/ 2);
TurnRi ght (60*Ori enti erung);
pfeil (Gad-1,

-Orientierung, L/2);
TurnLeft (60*Orienti erung);

END
ELSE For W(L);
END;

Die entstehende Grenzfigur ahnelt dem
Sierpinski-Dreieck. Durch Einzeichnen
des Randdreiecks kann dies noch
verdeutlicht werden. Das Programm

wurde um eine Prozedur ‘Dreieck’
erganzt, die das Dreieck ABC in das
Bildschirmkoordinatensystem zeichnet.
Mit Schilern wird man diese Prozedur
erst einbauen und aufrufen, wenn sie
eine Vorstellung von der entstehenden

Figur gewonnen haben.
¥ Bild 9.4.18
\ ild 9.4.
3.9604279272E-01
0.8
0.6
0.4
0.2
0.4 - - DEI 1.2
Abbruch mit ESC!
’ Bild 9.4.19
. ild 9.4.
5.1546171<71E-01
0.8
0.6
0.4
0.2
D.;! - o - DEI 1.2
Abbruch mit ESC!
o -
. ‘ Bild 9.4.20
2.4975169646E-01
0.8
0.6
0.4
0.2
D‘ﬂ 1.2

Abbruch nit ESC!

9.4.4 Baume und
Schneeflockenkurven

Eine neue Gruppe der fraktalen Kurven
stellen die Baume und Schneeflocken
dar. Der tiefer gehende mathematische
Zusammenhang liegt in der Verwandt-
schaft zu den Cantor-Mengen, die in der
Schule nicht behandelt werden kénnen.
Es lohnt sich aber die Symmetrie der
Figuren zu betrachten.
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9.4.4.1 Baume

Mit diesen Strukturen kann dargestellt
werden, wie man mit Hilfe mathemati-
scher Methoden Formen beschreiben
kann, die Blatter und Farne nachbilden.
Eine Vorarbeit bilden die Baumstruktu-
ren mit einem Ypsilon als Grundform.
Die Prozedur in Turtle-Graphik enthalt
zusatzlich die Anweisung ‘BACK’, die
eine Linie entgegen der Orientierung der
Turtle zeichnet. Sie wird mit
Ypsilon(Grad, Grundseite) aufgerufen.

PROCEDURE Ypsi |l on(Grad :
L: real);

i nteger;

BEG N
| F keypressed THEN I F
r eadkey=ESC THEN
Abbruch: =true;
| F Abbruch THEN exit;
| F Grad>0 THEN BEG N
Forwd(L);
Tur nRi ght (60) ;
TurnLeft (60);
Ypsil on(Grad-1, L/ 2);
Tur nRi ght (60); Back(L);
TurnLeft (2*60); Forwi(L);
Tur nRi ght (60) ;
Ypsil on(Grad-1, L/ 2);
TurnLeft (60); Back(L);
Tur nRi ght (60); Back(L)
END;
END

For Wi(L);

Auch hier ist es empfehlenswert, vor
dem Programmeinsatz die erzeugende
Prozedur auf rautiertem Zeichenpapier
ausfuhren zu lassen.

1z

Bild 9.4.21
.

a
Noch einmal (js/n) 2 i

Aufgaben, die sich hier anschliel3en:

1) Welche Hohe erreicht dieser

Y-Baum in Abhéngigkeit vom Grad
n?

2) Welchen Einflu haben die Winkel
am Y auf die Baumhdhe?

3) Experimentieren mit anderen
Grundfiguren.

9.4.4.2 Schneeflocken

Diese Figuren zeigen eine Drehsymme-
trie mit einem festen Drehwinkel. Der
Initiator ist wieder ein Stern. Der
Generator zeichnet nun an das Ende
jeder Strecke wieder einen verkleinerten
Stern.

Die Programmumgebung ist die gleiche
wie bei den Kochkurven, so dal? dieses
Programmgerist  wieder  vollstdndig
Ubernommen werden kann.

Prozedur zur Erzeugung der Schnee-
flocke:

PROCEDURE Fl ocke(Grad : integer;
L: real);

VAR i i nteger;

BEG N

| F Grad>0 THEN BEG N
FOR i:=1 TO 6 DO BEG N
| F Abbruch THEN exit;
Forwd(L);
TurnLeft (30);
Fl ocke(Grad-1, L/3);
| F keypressed THEN
| F readkey=ESC THEN
Abbruch: =true;
| F Abbruch THEN exit;
Tur nRi ght (30) ;
Back(L);
TurnLeft (60)
END
END
END;

Die gezahlte Wiederholung erzeugt am
Ende der Strecke den Stern, der um
einen Winkel von 30° gegenuber der
Streckenrichtung verdreht ist. Es ist
empfehlenswert, diese Prozedur auf
rautiertem Papier fur die Grade 1 und 2
nachvollziehen zu lassen. Neue
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SCHNEEFLOCKE

Anweisung ‘Back’ bewirkt eine Drehung

der Turtle um 180° und die Bewegung

um die angegebene Streckenlange, also

eine Ruckwartsbewegung. »%é éﬁ«

SCHNEEFLOCKE %@ lé ; %@%
%Qe s N %Qf P i

Moch einmal ¢isny 2

AN Bild 9.4.23

Nocn einmal G/m3 7 4 Bild 9.4.22
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10 Anhang

10.1 Arbeitskreis

Der Arbeitskreis ,,Entwicklung von Unterrichtsmodellen zum Einsatz des Computers
im Rahmen einer experimentellen Mathematik in Realschule und Gymnasium” war
von 1990 bis 1992 an der Zentralstelle fir Computer im Unterricht tatig.

Seine Mitglieder und Autoren der Beitrage:
StD Hans Andraschko, Ignaz-Kogler-Gymnasium, Landsberg a. Lech
StR Rudolf Herdtweck, Staatl. Realschule, Traunstein
OStR Dr. Werner Lorbeer, Holbein-Gymnasium, Augsburg
StD Peter Rauschmayer, Luitpold-Gymnasium, Miinchen 22
OStR Gerd Ruhmann, Klenze-Gymnasium, Mtinchen 70

StD Dietmar Steiner, Staatsinstitut fir die Ausbildung der Lehrer an
Realschulen, Miinchen 60

Leitung:

IR Detlev Kirmse, Zentralstelle fur Computer im Unterricht, Augsburg.

10.2 Software

Tabellenkalkulationsprogramme:
Works (Microsoft), Excel (Microsoft), Quattro-Pro, Lotus 1-2-3 u. a.;
Softwarehandel

Vivitab (Mathelab) fur MS-DOS und fur GEM; Zentralstelle fir Computer im
Unterricht, Augsburg

derive; Softwarehandel

Programmiersprachen:
Turbo-Pascal 4.0/5.0, QBASIC, GWBASIC, COMAL,; Softwarehandel

spezielle Unterrichtssoftware:
Treffer, Turboplot, Eureka; Softwarehandel

Konstr, Abbilden, Polyeder, Kugel; Zentralstelle fir Computer im Unterricht,
Augsburg

Cabri Geométre; Softwarehandel

QRegel; P. Rauschmayer
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