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Allgemeine Vorüberlegungen zum Computereinsatz �im Mathematik�un�terricht

Bevor die Zielsetzung und die daraus folgende Konzeption dieser Arbeit vorgestellt werden kann, muß erst geklärt werden, welche prinzipielle Intention mit der Verwendung des Perso�nalcomputers im Mathematikunterricht verfolgt werden soll und warum diese mit VIVITAB besonders gut verwirklicht werden kann.

Zielsetzung: Die Unterstützung des Mathematikunterrichts durch den PC

Die gesellschaftliche Relevanz informationstechnischer Entwicklungen und ihre Nähe zur Ma�thematik sollten zu Veränderungen im Unterricht führen. Diese finden zur Zeit ihren Aus�druck weniger in den Fachlehrplänen� als in der Konzeption und der praktischen Durchfüh�rung des Unterrichts. Es stellt sich die Frage, wie die Erreichung der Lernziele durch den Ein�satz des PCs - als Medium in der Hand des Lehrers oder bedient von Schülergruppen bei einem Besuch im Computerraum - effizient unterstützt werden kann. Der Arbeitskreis Com�puter im Unter�richt�  (künftig „Arbeitskreis“ genannt) sieht  im wesentlichen die folgenden Schwerpunkte für den Einsatz. Weitere methodische Konsequenzen finden sich bei Scheuer�mann.�

Entlastung von Routinerechnungen 

Der PC kann als Hilfe für die schnelle Erledigung aufwendiger und langwieriger Kalkulatio�nen dienen. Das Berechnen von Funktionswerten ist eine im Algebra- und Analysisunterricht häufig wiederkehrende Tätigkeit. Nachdem die Schüler selbst einige Wertetabellen zu Funk�tionen aus der gerade behandelten Funktionenklasse erstellt und eine ausreichende Fertigkeit erreicht ha�ben, kann die Routinearbeit bei weiteren Aufgaben vom PC übernommen werden. Die mit ei�nem Display projizierte Tabelle kann dann als Grundlage für die Zeichnung des Funktionsgra�phen dienen.

Im Lehrplan für das Gymnasium heißt es zum Profil des Faches Mathematik � :

	« Zunehmend werden elektronische Rechner eingesetzt, und die Schüler erwerben Kennt�nisse im algorithmischen Lösen von Berechnungs- und Entscheidungs�problemen. »

Algorithmen als konstruktive Rechenanweisungen spielen im Mathematikunterricht eine große Rolle. Nachdem der Algorithmus im Unterricht entworfen wurde, ist seine Durch�führung eine mono�tone Arbeit, die man dem Rechner überlassen kann. Dadurch wird Zeit gewonnen für eine größere Anzahl von „Durchgängen“ und eine Diskussion der Ergebnisse. Bei der Übersetzung des Algorithmus in eine für den Computer verständliche „Sprache“ be�steht für die Schüler ein heil�samer Zwang, Rechenanweisungen für den Computer klar zu formulieren.

Insgesamt bewirkt der Computer als Rechenhilfe eine Entlastung und Effektivierung des Un�terrichts. Kompliziertere, anwendungsbezogene Aufgabenstellungen können aufgegriffen wer�den.

Unterstützung der Anschauung

Funktionsgraphen können mit dem Computer schnell und mit hoher Auflösung produziert und auch ausgedruckt werden. Grafiken auf Papier oder Folie haben aber den Nachteil, daß sie statisch sind. Betrachtet man die Computergrafik jedoch am Bildschirm, so kann man inter�aktiv Veränderungen vornehmen (z. B. Parameter verändern oder Tangenten verschieben) und sofort die Auswirkungen beobachten. Dies erlaubt eine „dynamische Form“ der Visuali�sierung. Weigand nennt weitere Gesichtspunkte� : 

	« Der Computer kann dazu beitragen, dem Aufbau von Fehlvorstellungen zum Funk�tionsbegriff entgegenzuwirken, indem es möglich wird, den Aufbau von Tabellen Dia�grammen und Graphiken schrittweise zu verfolgen, Eingabedaten beliebig zu verändern und mehrere Darstellungen bzw. Darstellungsformen gleichzeitig auf dem Bildschirm be�trachten zu können.... Durch den sequentiellen Bildaufbau kann die Eindeutigkeit funk�tionaler Zuordnungen sowie die dynamische Sichtweise einer Funktion verdeutlicht wer�den.» 

Möglichkeit zu entdeckendem Lernen und Motivation für neue Fragestellungen

Wegen der großen Rechengeschwindigkeit und der interaktiv veränderbaren Grafik können Schüler mit Software-Tools selbsttätig „experimentelle Mathematik betreiben“. Mit dem Computereinsatz wird entdeckendes Lernen gefördert. Durch Suchen und Probieren können Schülergruppen in Teamarbeit Vermutungen aufstellen und an zahlreichen Fällen über�prüfen. So können sie eigenständig Zusammenhänge auffinden. Die Auswirkungen von Parameterän�derung auf Funktionsgraphen können studiert werden. Die bei der Arbeit am PC gesammelten Beispiele sind Ausgangspunkt für neue Problemstellungen und Begriffsbildungen (wie Ste�tigkeit, Ableitung und Integral).

Um den unreflektierten Gebrauch des Rechners durch die Schüler zu verhindern, sind die Auswirkungen von Verfahrens- und Rundungsfehlern auf die Zahlenwerte zu diskutieren. Die Begrenztheit der gewonnenen Aussagen und die Notwendigkeit formulierte Gesetzmäßigkei�ten zu beweisen, muß deutlich gemacht werden. Weigand schreibt hierzu � : 

	« Beim Arbeiten mit dem Computer ist es jedoch unumgänglich, die Grenzen dieses Werk�zeuges von Anfang an deutlich herauszustellen. ’Wichtig scheint es mir zu sein, daß, wenn Computer in der Schule benutzt werden, solche Grenzen für Schüler bewußt ge�macht werden. Dies ermöglicht auch eine Distanzierung von dem und damit eine Refle�xion über den Computer ».



Vorteile der Tabellenkalkulation gegenüber Programmiersprachen

Dem geschilderten Nutzen des Computereinsatzes steht jedoch auch ein beträchtlicher Auf�wand gegenüber. Das Erlernen der Syntax und Semantik einer Programmiersprache und die Umsetzung eines Algorithmus in diese Programmiersprache erfordern einen beträchtlichen zeitlichen Aufwand. Diesen kann man durch Verwendung eines Tabellenkalkulationspro�gramms reduzieren.

Das Rechenblatt als Programmierumgebung in VIVITAB

Die „Programmierung“ des Algorithmus findet in der Anlage eines Rechenblattes statt. In die Zellen der Tabelle werden Daten und Formeln zur Verknüpfung der Felder eingetragen. Die Formeln legen die Beziehungen der Daten untereinander fest. Dabei ist die Reihenfolge belie�big. «Man sagt, ein Rechenblatt sei „statisch“ oder „nicht-algorithmisch“ strukturiert.»� �Da jeder Schritt einzeln getestet werden kann, ist ein Tabellenkalkulationspro�gramm eine interaktive Programmierumgebung. Dies kommt besonders Anfängern entgegen.

Ein einfaches, für den Gebrauch im Mathematikunterricht hervorragend geeignetes Rechen�blatt ist das spaltenorientierte Tabellenkalkulationsprogramm VIVITAB von der Zentralstelle für den Computereinsatz im Unterricht. Es läuft inzwischen mausgesteuert unter dem GEM-Desktop. Im Gegensatz zu kommerziellen Programmen ist es für Schüler relativ leicht erlern�bar und sehr vielseitig. Da die Bedienung von VIVITAB in der zugehörigen Dokumentation� ausführlich mit Beispielen beschrieben wird, werden hier keine Details der Programmbe�die�nung behandelt.�

Da VIVITAB spaltenorientiert ist, gibt es nur Spaltenformeln (in speziellen Formelzellen). Die Zeilen werden in aufsteigender Folge „abgearbeitet“, d.h. in jeder neuen Zeile wird der Wert jeder Zelle nach der zugehörigen Spaltenformel berechnet. Dabei können Wertezellen aus vor�hergehenden und nachfolgenden Zeilen in die Berechnung einbezogen werden. Bei der Ver�wendung nachfolgender Zelleninhalte können allerdings die Wertezellen nicht mehr in ei�nem, sondern nur in mehreren Schritten berechnet werden. Die Berechnung des Spalteninhalts kann zeilenweise, spaltenweise oder wiederholt mit einer Abbruchbedingung durchge�führt werden.  

VIVITAB eignet sich gut für lineare Algorithmen mit einfachen (determinierten) Schleifen. Ein Durchlauf der Schleife entspricht dabei einer Zeile im Rechenblatt. Die in einem Flußdia�gramm untereinander angeordneten Berechnungen sind im Rechenblatt im wesentlichen als Spalten nebeneinander angeordnet.

	Die Nutzung der VIVITAB-Grafik zur Veranschaulichung

Neben der Programmierung von Algorithmen im Rechenblatt bietet VIVITAB auch noch die Veranschaulichung in einer Grafik. Sowohl analytisch gegebene Funktionen als auch durch Wertepaare in der Tabelle definierte Funktionen können gezeichnet werden. Die Darstellungs�formen Wertetabelle und Grafik stehen nebeneinander und sind direkt vergleichbar. Es kön�nen mehrere Funktionen in ein Koordinatensystem in verschiedener Form (als Linie, Treppe, Säule,...) dargestellt werden.

Je nach der didaktischen Zielsetzung kann man die Zeichnung schrittweise per Taste, lang�sam oder schnell erstellen lassen. Will man den Einfluß von Parametern studieren, ist es günsti�ger, die Optionen  Zeichenautomatik und  Grafik automatisch lö�schen zu wählen. Hat man auch die Rechenautomatik gewählt, so wird nach jeder Veränderung die Tabelle neu durchgerechnet und die Grafik neu gezeichnet. 

Die Möglichkeiten der Veranschaulichung sind sehr vielfältig und umfangreich. Dadurch wird es dem Lehrer ermöglicht, je nach Zielsetzung die beste Darstellungsform auszuwählen. Die Bedienung der Grafik ist jedoch durch ihre Komplexität recht anspruchsvoll.

Der Inhalt des Rechenblattes geht aus dem von VIVITAB erstellten Ausdruck vollständig hervor. Die fertige Grafik kann auch ausgedruckt werden, ansonsten gibt es innerhalb der Tabel�lenkalkulation keine Möglichkeit, das Erstellen der Grafik zu dokumentieren. Die da�bei vor�genommenen Einstellungen für Koordinatensystem und Darstellen werden zwar mit der Tabelle abgespeichert und sind nach dem Laden verfügbar. Nach einer Verände�rung des Definitionsbereiches oder gar der Funktion ist jedoch auch das Koordinatensystem und der Wertebereich der darzustellenden Funktionen zu verändern. Bei einigen dargestellten Beispie�len sind daher in dieser Arbeit zusätzliche Erläuterungen zur Erstellung der Grafik erforder�lich.

Konzeption dieser Arbeit aus Erfahrungen im Einsatz von VIVITAB

Im Laufe des Sommerhalbjahres 1995 und des Winterhalbjahres 1995/96 unterrichtete ich als Referendarin im Zweigschuleinsatz am Gymnasium Scheinfeld, das seit Beginn des Schuljah�res 94/95 einen Computerraum mit 16 Schülerarbeitsplätzen und einem Lehrer-PC mit Dis�play besitzt. Dort hatte ich mehrfach Gelegenheit, das Tabellenkalkulationsprogramm VIVITAB im Mathematikunterricht zu verwenden.

Da es kaum Literatur über den Einsatz von VIVITAB im Unterricht gibt, mußte ich eigene Erfahrungen zur Programmanwendung sammeln. Ich versuchte, in meinen Klassen im Ma�thematikun�terricht an geeigneten Stellen VIVITAB in Partnerarbeit im Computerraum einzu�setzen. Dies war im Sommerhalbjahr in der Klasse 6b, im Winterhalbjahr in den Klassen 7c, 9bn und 10bn der Fall. Für alle Klassen (außer der 7c) war es der erste Kontakt mit einem Tabellenkalkula�tionsprogramm.

Meine Erfahrungen decken sich dabei mit denen des Arbeitskreises:

	« Die Einarbeitung der Schüler erfordert eine gewisse Zeit. Im Hinblick auf das exempla�rische Vorgehen des Programms und die vielfältigen Einsatzmöglichkeiten im Unterricht erscheint dieser Aufwand jedoch mehr als gerechtfertigt.» �

Wünschenswert erscheint mir daher ein wiederholter Einsatz der Tabellenkalkulation im Un�terricht, da sich erst dadurch der zeitliche Aufwand für die Einführung in das Programm lohnt, und die Schüler durch zunehmende Vertrautheit und Erfahrung immer komplexere Al�gorith�men selbständig „programmieren“ können.  Bei einer Durchsicht des Lehrplans und der Litera�tur zum Thema Computer im Mathematikunterricht� im Hinblick auf den Einsatz von VIVITAB bin ich zu folgendem Ergebnis gekommen:

Aufgrund der oben geschilderten Besonderheiten dieses Tabellenkalkulationsprogramms erge�ben sich in jeder Jahrgangsstufe Gelegenheiten, den Algebra- und Analy�sisunterricht am Gymnasium in einer der unter 1.1. ausgeführten Formen wirkungsvoll zu unterstützen. In die�ser Arbeit habe ich versucht, möglichst für jede Jahrgangsstufe - auch für die, in denen ich nicht unter�richtete - ein Beispiel darzustellen, das grundsätzli�che Vorgehen herauszuarbeiten und Varian�ten des Einsatzes aufzuzeigen.

Meine eigenen Erfahrungen im Unterricht der oben genannten Klassen sind an den entspre�chenden Stellen eingeflossen. Die konkrete Planung der einzelnen Unterrichtsstunden ist dabei zugunsten des prinzipiellen Vorgehens in den Hintergrund getreten.

Darstellung von Einsatzmöglichkeiten und Schilderung der eigenen  Erfahrungen 

Einführungsstunde: Die Tabellenkalkulation VIVITAB 

Bei der Einführung von VIVITAB im Mathematikunterricht kann es nicht darum gehen, daß die Schüler alle Möglichkeiten dieser Tabellenkalkulation „auf Vorrat“ lernen. Vielmehr soll der Aufbau des Rechenblattes vermittelt werden und diejenigen seiner „Funktionen“, die für den im Anschluß mit der Tabellenkalkulation zu bearbeitenden mathematischen Sachverhalt notwendig sind. 

Für die Demonstration eines Rechenblattes genügt es, den Aufbau zu erklären. Vor einem Be�such im Computerraum sollten die Schüler ein Arbeitsblatt erhalten, auf dem die wichtig�sten Hinweise zur Eingabe von Formeln und zum Aufrufen der Grafik aufgeli�stet sind. Darauf können sie zurückgreifen, wenn sie selbständig am PC arbeiten sollen.

Die Handhabung dieser interaktiven Programmierumgebung kann von Schülern in kurzer Zeit an nichttrivialen Beispielen gelernt und eingeübt werden. Die Auswahl der Einführungsbei�spiele richtet sich dabei nach der Jahrgangsstufe.

Da die Erstellung eines spaltenorientierten Rechenblattes prinzipiell der Anlage einer Tabelle auf dem Papier entspricht, ist ein Zugang zu VIVITAB bereits in der 6. Jahrgangsstufe oder auch in der 8. Jahrgangsstufe bei der Behandlung von direkter und indirekter Proportionalität gegeben (vgl. Arbeitsblatt im Anhang). 

Während in der 6. bzw. 8. Jahrgangsstufe die Einführung von VIVITAB in direktem Zusam�menhang mit dem behandelten Stoff erfolgen kann, ist dies in höheren Jahrgangsstufen nicht mehr möglich. Hier ist eine Einübung anhand von Beispielen zu bekanntem Stoff nötig. In der 9. und 10. Jahrgangsstufe bieten sich Aufgaben zur Prozentrechnung� an, um die Schüler auf die Verwendung der verschiedenen Referenzstufen hinzuführen, die beim Heron-Algorith�mus nötig sind. Da die erforderliche Einführung keinen Bezug zum Einsatz von VIVITAB zur Wurzelberechnung hat, kann sie durchaus zu einem früheren Zeitpunkt in einer geeigneten Stunde stattfinden. 

Bei der ersten Einführung von VIVITAB in der Klasse 6b führte ich die wenigen benötigten „VIVITAB-Funktionen“ am Lehrercomputer mit Overhead-Display im Computerraum vor und ließ sie von den Schülern an ihren PCs simultan nachvollziehen. Da die Schüler noch nicht ausreichend mit der Tasta�tur vertraut waren, mußte vieles mehrmals gezeigt werden. Es erwies sich als Nachteil, daß viele Schüler keine Erfahrung mit mausgesteuerten Programmen hatten. Die im Umgang mit dem Computer unerfahrenen 6. Kläßler wurden irritiert, wenn sich - hervorgerufen durch eine evt. nicht beabsichtigte Mausbewegung - der Bildschirm verän�derte. Dies trat z. B. ein, wenn die Maus auf eine Formelzelle oder auf ein Feld der Menüzeile zeigte.

In der Klasse 7c habe ich im Winterhalbjahr 95/96 im Rahmen des Wahlunterrichtes Informa�tik das Tabellenkalkulationsprogramm VIVITAB eingeführt. Da die Klasse neu gebildet wor�den war, waren ihre Vorkenntnisse unklar. Nach einer kurzen Wiederholung anhand eines Ar�beitsblattes konnten die Schüler aufgrund ihrer größeren „Computererfahrung“  einige Aufga�ben zum Thema Einsetzen in Terme aus dem Mathematikbuch selbständig mit der Tabellen�kal�kulation bearbeiten. Da ich die Gliederung von Termen am Schuljahresanfang wiederholt hatte, fiel es den Schülern leichter, die Formelsyntax einzuhalten. Auf die Notwendigkeit des Mal-Punktes mußte jedoch immer wieder hingewiesen werden. Andererseits wurde dadurch auch eine Sensibilisierung für das Weglassen dieses Rechenzeichens erreicht.

Für den Einsatz von VIVITAB in den Klassen 9b und 10b waren auch „schwierigere“ Funk�tio�nen der Tabellenkalkulation (wie die Referenzstufe #), aber keine Grafik erforderlich. Um im Vornherein die Nachfragen von Schülern zu reduzieren, habe ich ein ausführliches Ar�beitsblatt mit einem ´gecapterten´ Bildschirmausdruck erstellt. Dies habe ich auf Folie kopiert und die Einführung in VIVITAB im Klassenzimmer ohne PC durchgeführt. In das Arbeitsblatt hat jeder Schüler die wesentlichen Teile des Rechenblattes an den entsprechenden Stellen ein�getragen. Die Teile des Rechenblattes ließen sich hierbei gut, die Inhalte der Fenster allerdings nur grob erklären. Op�timal wäre daher ein mobiler PC mit Display für den Overheadprojek�tor, der zur Demonstration ins Klassenzimmer transportiert wird. Damit kann der Lehrer auch ein ferti�ges Rechenblatt (z. B. zur Zinseszinslawine) im Rahmen einer Mathematikstunde vor�führen. 

In höheren Klassen kann man auch den Modell-Editor und den Kommentar � einführen.

Direkte und indirekte Proportionalität (8. und 6. Jahrgangsstufe)

In der 6. Jahrgangsstufe werden die direkte und indirekte Proportionalität zur Vorbereitung auf den Funktionsbegriff behandelt. Die charakteristischen Eigenschaften dieser Funktionen kön�nen mit der Tabellenkalkulation herausgestellt und vertieft werden.

In der Klasse 6b habe ich die Schüler bei der Behandlung der Proportionalität im Unterricht  in Tabellen vorgegebene Zahlenpaare auf Quotientengleichheit bzw. Produktgleichheit unter�suchen lassen. Für vorgegebene Abbildungsvorschriften wurden die Zuordnungen berechnet und der Graph gezeichnet. 

Bei der Stunde im Computerraum ging es im wesentlichen darum, die Tabellenkalkulation als Rechen- und Zeichenhilfe zu verwenden. Durch Betrachtung zahlreicher Proportionalitäten innerhalb kurzer Zeit sollten die Kennzeichen, die Abbildungsvorschrift und die Graphen der direkten Proportionalität wiederholt und gefestigt werden (vgl. Arbeitsblatt im Anhang). 

Um die in den Aufgaben vorkommenden proportionalen Größen im Koordinatensystem dar�zustellen, genügte es, die nötigen Voreinstellungen für die Grafik in der Tabelle „zu spei�chern“. Nach dem Laden einer gespeicherten (z. T. leeren) Tabelle mußten die Schüler die voreingestellte Grafik nur aufrufen. Weitere Details über die Tabellenkalkulation wurden nicht mitgeteilt. 

Bei den ersten Aufgaben mußte ich zahlreiche Hilfestellungen geben. Die Anfor�derung an die Schüler, sich in die Tabellenkalkulation einzuarbeiten und dabei gleichzeitig die noch nicht vertrauten Proportionalitäten anzuwenden, war eine Häufung von Schwierigkeiten. Ich werde daher in Zukunft mit dem Einsatz der Tabellenkalkulation warten, bis die Proportionalität si�cher be�herrscht wird. 

Die oben ausgeführten Probleme können nicht auftreten, wenn man VIVITAB erst in der 8. Jahrgangsstufe verwendet. Als erster Funktionstyp werden in dieser Jahrgangsstufe aus�führlich die linearen Funktionen behandelt. Da die Spezialfälle direkte und indirekte Pro�por�tio�nalität bereits aus der 6. Klasse bekannt sind, ist ihre Wiederholung eine geeignete Ge�le�gen�heit, um VIVITAB anhand von vertrauten Aufgaben einzuführen.

Im Fachlehrplan� wird der Einsatz von Computerprogrammen zur graphischen Darstellung von Geradenscharen vorgeschlagen. Hier ist VIVITAB hervorragend geeignet. Damit können die verschiedenen Darstellungsformen Wertetabelle und Funktionsgraph für mehrere Funktio�nen in einer oder bis zu drei Grafiken nebeneinander betrachtet werden. Die geometrische Bedeu�tung der Koeffizienten a und b der Funktion � EINBETTEN Equation.2  ��� können von den Schülern in bei�den Repräsentationsmodi - angeleitet durch ein Arbeitsblatt mit Aufgabenstellungen - selbsttä�tig untersucht werden. 

Entsprechende Möglichkeiten des Einsatzes ergeben sich in der 9. Jahrgangsstufe bei der Be�handlung der quadratischen Funktionen.

Heron-Verfahren zur Berechnung von Quadratwurzeln ( 9. Jahrgangsstufe)

Das Heronverfahren zur näherungsweisen Berechnung von Quadratwurzeln gehört zu den Standardalgorithmen der S I. Neben seiner fachimmanenten Bedeutung hat dieser Algorith�mus auch noch eine praktische Relevanz. Er läuft in den Taschenrechnern der Schüler nach Betäti�gung der Wurzel-Taste ab. Durch die Behandlung des Algorithmus kann man ein ge�wisses Verständnis für das „Innenleben“ der verwendeten Rechengeräte vermitteln� und die Fehlvor�stellung, der Taschenrechner würde den exakten Wert einer Wurzel berechnen, aus�räumen. Dabei können auch die Grenzen numerischer Berechnungen mit Rechenhilfsmitteln thematisiert werden. 

Im Fachlehrplan� heißt es zur näherungsweisen Berechnung von Quadratwurzeln: 

	« Beim Aufstellen ... beim Ausführen des Verfahrens mit Hilfe eines Taschenrechners ler�nen die Schüler die strukturierte Aufbereitung eines Problems kennen. Mit Hilfe eines fertigen Programmtextes zur Wurzelberechnung werden ihnen der grundlegende Aufbau und die Gliederung von Computerprogrammen vermittelt. »

Bei der Analyse eines fertigen BASIC- oder PASCAL-Programms muß von Schülern ohne Programmiererfahrung ein beträchtlicher Transfer geleistet werden. Beim Einsatz von VIVITAB jedoch ergibt sich die Gestaltung des Rechenblattes genetisch aus der Durchführ-ung des Algorithmus auf dem Papier.  

Das Heron-Verfahren ist geeignet, das prinzipielle Vorgehen bei der Verwendung von VIVITAB zur Realisierung eines Algorithmus exemplarisch darzustellen. Der Unterrichtsver-lauf erfolgt in drei Phasen, die sich über mehrere Stunden erstrecken.

	« Die didaktisch-methodischen Entscheidungen beim Programmieren von Algorithmen kreisen um die drei Phasen    �(1) Entwurf          (2) Programmierung          (3) Anwendung.�Dabei ist es durchaus nicht immer notwendig, in der Unterrichtsarbeit die genannte �Rei�henfolge zu wählen oder überhaupt alle drei Phasen zu bearbeiten.» � 

In der ersten Stunde wird der Algorithmus entworfen. Die Schüler lernen das Verfahren ken�nen und führen es an einem konkreten Beispiel mit Erstellung einer Tabelle durch.

Phase 1: Entwurf des Algorithmus

Über den bekannten geometrischen Zugang lernen die Schüler das Verfahren kennen. Ein Qua�drat mit dem Flächeninhalt R wird schrittweise durch Rechtecke (mit den Seitenlängen x und y) angenähert. Algebraisch bedeutet dies:

Die Gleichung  x 2  = R  wird durch  x(y = R ersetzt. �Nach Setzung des Startwertes für xo    (z. B. xo  = R)  folgt  yo  = R / xo .�

Durch Bildung des arithmetischen Mittels erhält man die verbesserten Seitenlängen � EINBETTEN Equation.2  ���     und     � EINBETTEN Equation.2  ��� .

Dieses Vorgehen wird fortgesetzt, bis die gewünschte Genauigkeit erreicht ist.



Im nächsten Schritt führen die Schüler Rechnung und Zeichnung z. B. für R = 5  durch und entwerfen eine Tabelle zur Notierung der gerundeten Zahlenwerte. Die ersten drei Zeilen se�hen ungefähr folgendermaßen aus:

n�xn�yn�Fehlerschranke f��0�5�1�4��1�3�1,66667�1,333333��

Gilt für einen Näherungswert xn < � EINBETTEN Equation.2  ���, läßt sich (mit den Schülern) zeigen�, daß � EINBETTEN Equation.2  ��� im In�tervall [xn , yn ] liegen muß. Der Fehler ( ist kleiner als die Fehlerschranke f = ( xn -yn ( . Nach je�dem Näherungsschritt kann man (a posteriori) die Abweichung des Näherungswertes von � EINBETTEN Equation.2  ��� berechnen.

Nachdem die Schüler eine größere Zahl von Rechenschritten selbst durchgeführt haben, sind sie sicherlich interessiert daran, sich diese Arbeit vom Computer abnehmen zu lassen. Als Hausaufgabe sollten sie nochmals eine Wurzel näherungsweise mit dem Taschenrechner be�rechnen, um die Tabelle und die Formeln einzuprägen.

Trägt man in die Köpfe der Spalten auch die Formeln zur Berechnung ein, so ist damit schon ein Entwurf für die Gestaltung des Rechenblattes fertig. Auf dieses Schema wird in der näch�sten Unterrichtsstunde bei der Programmierung des Algorithmus mit der Tabellenkalku�la�tion zurückgegriffen. Da die direkte Übertragung eines Flußdiagramms oder Struktogramms in ein Re�chenblatt nicht möglich ist, ist die Darstellung des Algorithmus in dieser Form bei Einsatz der Tabellenkalkulation nicht sinnvoll.

Phase 2: Realisierung mit dem Rechenblatt (Programmierung)

Für die Realisierung des Algorithmus in der Tabellenkalkulation werden im Rechenblatt die benötigten Spalten� entsprechend der obigen Tabelle eingerichtet. Der zweite Schritt besteht darin, die Formeln zur Berechnung der Seitenlängen x und y in für VIVITAB verständliche Anweisungen zu übersetzen. Diese lauten  � EINBETTEN Equation.2  ���    und   � EINBETTEN Equation.2  ��� .

�

Abbildung � SEQ Abbildung \* ARABISCH �1�: Bildschirmausschnitt Rechenblatt



Nebenstehende Grafik (Abb.1) �zeigt einen Bildschirmausschnitt �für das Rechen�blatt zur Berech-�nung der Quadratwurzel aus 5.

Im Anhang finden sich Beispiele �für die einspaltige und zweispaltige Variante des Rechenblattes. 





Für die Programmierung durch Schüler spricht vor allem folgender Aspekt:

Die erfolgreiche Bewältigung dieser Aufgabe ist dem Schüler nur dann möglich, wenn er das Verfahren gänzlich durchschaut hat. Die letzten Einzelheiten des Problems werden ihm erst vollständig klar, wenn er gezwungen ist, sie in der Sprache des Computers zu formulieren.                                           

Variationen der Realisation und Fehlerdiskussion

Möchte man das Programm zur Berechnung beliebiger Quadratwurzeln einsetzen, ohne jedes�mal an mehreren Stellen den Radikanden ändern zu müssen, so verwendet man in den For�meln die Konstante R. Vor jedem Programmlauf trägt man den gewünschten Radikand dann nur als Wert für diese Konstante in die Vereinbarungen ein.

In die erste Zelle der x-Spalte ist der Radikand oder ein anderer Startwert einzutragen�.

Wählt man  Alles Rechnen, so entscheidet der Benutzer selbst, wann die gewünschte Ge�nauigkeit erreicht ist.� Die Obergrenze der Genauigkeit ist durch die interne Darstellung von Zahlen in VIVITAB� gegeben. Die maximal ausgebbare Stellenzahl erscheint beim An�klicken der Wertezellen in der Editierzeile .

Durch Einsetzen von yn  in xn+1  erhält man für die Berechnung von � EINBETTEN Equation.2  ��� die Rekursionsformel �         				� EINBETTEN Equation.2  ���. 

In dieser Form genügt für die Durchführung des Algorithmus in VIVITAB eine Spalte mit der Formel  x = (#x + R /#x)/2.



Für den Fehler � EINBETTEN Equation.2  ��� der n-ten Näherung kann man die Ungleichung � EINBETTEN Equation.2  ��� herleiten�. Engels nennt in seinem Aufsatz auch eine Möglichkeit, den Fehler als Korrektur�wert zur Verbesserung der Konvergenz zu benutzen. Beides sprengt meiner Ansicht nach den Rahmen des Schulstoffes. Aus der letzten Formel kann man auch die qua�dratische Konvergenz  des Algorithmus ablesen. Diese wirkt sich aber nur in der Nähe der Wurzel wirklich aus. Bei ungünstig gewähltem Startwert können durchaus sehr viele Iteratio�nen zur Erreichung der ge�wünschten Genauigkeit nötig sein. 

Bei der Berechnung der xn  mit dem Computer treten zwangsläufig Rundungsfehler auf. Diese pflanzen sich bei der Iteration nur als „Rundungsrauschen“ fort und steigen nicht an. Das Heron-Verfahren ist numerisch stabil.�

Phase 3: Anwendung des Rechenblattes

Die Bedeutung des Startwertes für die Anzahl der notwendigen Iterationen können die Schü�ler in der Anwendungsphase mit VIVITAB ohne großen zeitlichen Aufwand experimentell unter�suchen. Setzt man den Cursor auf die Zelle x(1), so kann man mit Tabelle löschen die Wertezellen leeren und das Verfahren kann nach der Wahl eines neuen Startwertes erneut durchgeführt werden. Auf diese Weise lassen sich die notwendigen Rechenschritte bei ver�schiedenen Startwerten vergleichen. Die Fehlerstabilität des Verfahrens kann man den Schü�lern durch das Radizieren von Quadratzahlen mit ungünstigem Startwert zeigen.

Nachdem alle Schüler der Klasse 9b, z. T. mit Unterstützung , das Rechenblatt erstellt hatten, konnten sie selbständig die auf Folie notierten Quadratwurzeln � EINBETTEN Equation.2  ���... berechnen. Als Start�wert wurde von den Schülern zum größten Teil der Radikand gewählt. Man sollte vor dem Erledigen der Aufgaben an das Speichern des Rechenblattes erinnern, da ei�nige Schüler vor dem erneuten Durchlauf aus Versehen die ganze Tabelle löschten. Wegen der Stoffülle wollte ich den Einsatz der Tabellenkalkulation auf eine Woche (d. h. 3 h) beschränken. Daher bin ich auf die Fehlerabschätzung nicht eingegangen. Dies führte aber dazu, daß die Schüler nicht über ihre Ergebnisse reflektierten und falsche Vorstellungen von der Genauigkeit hatten. Die selbständige Notierung der Ergebnisse auf einem Blatt wurde nicht zufriedenstellend erle�digt.

Mit geeigneten Aufgabenstellungen auf einem Arbeitsblatt (analog dem für die 10. Klasse) kann man die Variation der Anfangswerte, die Beachtung der Iterationsschritte und eine Do�kumentation der Ergebnisse durch die Schüler unterstützen.

Heron-Verfahren zur Wurzelberechnung (10. Jahrgangsstufe)

Das Heron-Verfahren läßt sich in der 10. Jahrgangsstufe für n > 2 zur Berechnung von k-ten� Wurzeln erweitern.�

Auch in diesem Fall ist eine geometrische Interpretation mit Hilfe eines Quaders des Volu�mens R im n-dimensionalen Raum gegeben. Die räumliche Zeichnung als Vorstellungshilfe ist im 3-dimensionalen Raum für die Schüler noch möglich. Wiederholt man stattdessen zuvor das Verfahren für k = 2, so ist die Zeichnung nicht mehr erforderlich. 

Man startet mit einem Quader quadratischer Grundfläche, d.h. mit zwei gleichen Seitenlängen xo  =  yo  = R und der Höhe � EINBETTEN Equation.2  ���. Die Näherung wird besser, wenn man als Länge und Breite den Mittelwert der Seitenlängen wählt. Diese betragen dann

                               � EINBETTEN Equation.2  ���.

Die Rekursionsformel zur Berechnung von � EINBETTEN Equation.2  ��� ist  damit  � EINBETTEN Equation.2  ���.

Durch die Herleitung der Rekursionsformel für k = 3 ist das Prinzip deutlich geworden, so daß die Schüler den Algorithmus ohne Vorstellungshilfe auf den allgemeinen Fall erweitern können. Für jede natürliche Zahl k erhält man eine Näherung für � EINBETTEN Equation.2  ���mit der Rekursions�for�mel

                                       x = [ (k-1)(#x + R/#x^(k-1) ] /2 . 



In der Klasse 10bn habe ich VIVITAB neu eingeführt und dann die Schüler in Zweiergrup�pen im Computerraum näherungsweise die Kreiszahl berechnen lassen�. Bei der Berechnung von k-ten Wurzeln nach dem Heron-Algorithmus habe ich die Tabellenkalkulation dann er�neut ein�gesetzt. Nach der kurzen Wiederholung des Verfahrens zur Berechnung von Qua�dratwurzeln konnte eine gute Schülerin sofort die Übertragung auf den dreidimensionalen  Fall vornehmen. Die Formel für k-te Wurzeln war nur noch ein kleiner Schritt. In der näch�sten Stun�de sollten die Schüler den Algorithmus mit der Tabellenkalkulation programmieren. Nach�dem sie das je nach ihrer Programmierfähigkeit mit Hinweisen durch den Lehrer ge�schafft hatten, konnten alle Schüler selbständig die Aufgaben auf dem Arbeitsblatt erledigen. Die Notierung der Ergebnisse auf diesem war nicht bei allen systematisch genug. Viele Schü�ler schrieben einfach Zahlenwerte hinter die Aufgaben. Keinem der Schüler war aufgefallen, daß die Kon�vergenz bei höheren Wurzelexponenten langsamer ist. Durch eine geeignete Fra�ge auf dem Arbeitsblatt könnte man ihre Aufmerksamkeit auch auf diesen Sachverhalt lenken. Durch die Demonstration eines Re�chenblattes, in dem das Verfahren für verschiedene Wur�zel��exponen�ten nebeneinander realisiert ist (vgl. HERONKON im Anhang), wird der direkte Vergleich möglich.

Da keine Einführungsstunde mehr nötig war, fügte sich der Besuch im Computerraum harmo�nisch in die Unterrichtseinheit ein. Während beim ersten Einsatz in Geometrie noch eine rela�tiv starke Führung nötig war, konnten die Schüler nun zum größten Teil selbständig mit VIVITAB arbeiten.



Nullstellenbestimmung  (11. Jahrgangsstufe)

Obwohl ich in der 11. Jahrgangsstufe keine Erfahrungen sammeln konnte, möchte ich zeigen, daß auch in dieser Jahrgangsstufe Algorithmen behandelt werden, die sich mit geringem Auf�wand mit einer Tabellenkalkulation realisieren lassen. Drei Verfahren zur näherungsweisen Bestimmung von reellen Nullstellen einer beliebigen Funktion f (bzw. die Suche nach Lösun�gen der Gleichung  f(x) = 0 ) sollen hier kurz dargestellt werden.

Der Unterrichtsgang bei der Behandlung eines der folgenden Verfahren besteht wie beim Heron-Verfahren aus den drei fakultativen Phasen Entwurf, Realisation und Anwendung. Nach dem Kennenlernen des Algorithmus führen die Schüler ihn an einem Beispiel auf dem Papier durch und notieren die Werte in einer Tabelle. Diese kann, wenn die Schüler den Al�gorithmus selbst programmieren sollen, in der nächsten Stunde als Entwurf für das Rechen�blatt dienen. Mit ei�nem solchen Rechenblatt können die Schüler in einer Anwendungsphase die Nullstellen belie�biger Funktionen näherungsweise bestimmen oder sogar experimentelle Untersuchungen des Konvergenzverhaltens durchführen. 

Bisektionsverfahren

Gemäß dem Fachlehrplan� der 11. Jahrgangsstufe soll der Nullstellensatz (als Spezialfall des Zwischenwertsatzes) zum Nachweis der Existenz von Nullstellen benutzt werden. Man kann aber noch weiter gehen und die Aussage dieses Satzes zur näherungsweisen Berechnung einer Nullstelle (mit Vorzeichenwechsel) verwenden. In dem Schulbuch Infinitesimalrechnung 1 �  wird ein PASCAL-Programm angegeben, das für eine spezielle Funktion eine Nullstelle annä�hert. Mit VIVITAB läßt sich dieser Algorithmus für beliebige Funktionen einfacher program�mieren.

Will man eine beliebige Funktion auf Nullstellen untersuchen, so verschafft man sich unab�hängig vom verwendeten Algorithmus im ersten Schritt zuerst einen Überblick über die Funk�tionswerte. Nach der Eingabe von f(x) in der Vereinbarung läßt man sich direkt eine Werte�tabelle berechnen. Auf dieser Grundlage ist dann ein Intervall mit Vorzeichenwechsel als Start�intervall auszuwählen. Alternativ dazu kann man sich auch vom Funktionsplotter den Graphen der Funktion zeichnen lassen und daraus ein geeignetes Startintervall bestimmen.

Beim Intervallhalbierungsverfahren berechnet man den Funktionswert f(m) in der Mitte�m = (a+b)/2 des Startintervalls [a,b]. Das Teilintervall mit Vorzeichenwechsel muß die Null�stelle enthalten, wird also zur Fortsetzung des Verfahrens gewählt. Ist � EINBETTEN Equation.2  ���, so wird m die neue rechte Intervallgrenze, ansonsten ist es umgekehrt.

Eine Tabelle für das Bisektionsverfahren findet man im Anhang, aber auch im Handbuch. Im Rechenblatt trägt man die gewünschte Genauigkeit eps in die Vereinbarungen ein und die Grenzen des gewählten Startintervalls als Startwerte für L und R. Man wählt wiederholt rechnen mit der Abbruchbedingung� EINBETTEN Equation.2  ���. Der letzte Wert für M ist dann die ge�suchte Approximation. Der maximale Fehler dieser Näherung ist gegeben durch die Länge des letzten Teilintervalls. Nach n Iterationschritten beträgt sie gerade (b-a)/2n . Verwendet man die Abbruchbedingung � EINBETTEN Equation.2  ���, so kann man im Voraus die Anzahl der erforderlichen Itera�tionsschritte berechnen.

Je nach gewähltem Startintervall werden veschiedene Nullstellen der Funktion angenähert.

Sekantenverfahren

Da die Nullstelle nicht unbedingt in der Mitte des untersuchten Intervalls zu erwarten ist, ist die fortlaufende Halbierung nicht die einzig sinnvolle Methode. Beim Bisektionsverfahren werden nur die Vorzeichen an den Intervallgrenzen benutzt. Ist aber � EINBETTEN Equation.2  ���, so wird die Null�stelle näher beim Schnittpunkt der Sekante durch f(a) und f(b) mit der x-Achse liegen. 

Man erhält den Teilungspunkt mit dem Strahlensatz zu 

                                            � EINBETTEN Equation.2  ��� .

Haben f(a) und f(s) verschiedene Vorzeichen, so wiederholt man den Vorgang für [a,s]. Durch Iteration erhält man das Sekantenverfahren (regula falsi). 

Dieses Verfahren hat jedoch auch Nachteile. Der Fall � EINBETTEN Equation.2  ��� zum Beispiel führt zum Versagen des Verfahrens. Günstiger ist es, die nächste Sekante durch die Punkte f(a) und f(m) bzw. f(m) und f(b) zu legen, die unterschiedliches Vorzeichen haben. Als Modifikation wurde das Illinois-Verfahren� entwickelt.

Die regula falsi ist wegen ihrer Einfachheit und Suggestivität von besonderem didaktischen Interesse. Die einfache geometrische Grundidee ist zur Nacherfindung durch die Schüler ge�eig�net. 

�
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   Abbildung � SEQ Abbildung \* ARABISCH �2�: Grafik zur regula falsi

Im Rechenblatt für das Bisektionsverfahren ist nur die Spaltenformel für M durch die für S zu ersetzen (vgl. Anhang ).



















   Abbildung � SEQ Abbildung \* ARABISCH �3�: Grafik zum Newton-Verfahren



Newton-Verfahren

Ein schneller konvergierendes Verfahren zur näherungsweisen Lösung von Gleichungen, das Newton-Verfahren, benötigt die Ableitung der Funktion. Damit ist es auch eine nützliche An�wendung der Differentialrechnung.

Der Funktionsgraph wird statt durch die Sekante (Sekantenverfahren) durch die Tangente im Startpunkt ersetzt. Ihre Gleichung ist  t(x) = f(xo ) + f´(xo )(x - xo ) . Die Nullstelle der Tan�gente ist ein Näherungswert für die Nullstelle der Funktion f . Die Rekursionsformel lautet

                                                   � EINBETTEN Equation.2  ���.

Es darf allerdings die Ableitung in dem betrachteten Bereich nicht verschwinden. 

Das Newton-Verfahren konvergiert bei brauchbarem Startwert sehr schnell�, kann aber auch völlig versagen. Angewendet auf die quadratische Funktion f(x) = x2  - a ergibt sich das Heron-Verfahren zur Berechnung von � EINBETTEN Equation.2  ���. Hierdurch wird die schnelle Konvergenz dieses Algorithmus verständlich.

Im Anhang findet sich eine Realisierung des Newton-Verfahrens mit VIVITAB. Dabei ist zusätzlich zur Funktion f (x) auch die alge�braisch berechnete Ableitung  f´(x) als zweite Funktion g(x) in die Vereinbarung einzutragen. Will man die Genauigkeit der erhaltenen Nä�herung testen, so erhöht bzw. erniedrigt man schrittweise die letzte Dezimale um 1, und stellt fest, ob die Funktionswerte verschiedenes Vorzeichen haben. (Hier könnte man die Rechen�zeile in VIVITAB benützen.)

Einsatz von VIVITAB bei der Einführung des Integralbegriffs (12. Jahrgangs�stufe)

In der 12. Jahrgangsstufe sollen nach dem Fachlehrplan� beim Thema Infinitesimalrechnung im Grund- und Leistungskurs Flächeninhalte durch Grenzprozesse mit der Streifenmethode be�rechnet werden. Dabei wird zur Abschätzung von Flächeninhalten die Verwendung einer Tabellen�kalkulation vorgeschlagen.

VIVITAB läßt sich bei der Einführung der Integralrechnung als Hilfsmittel zur Berechnung von Unter- und Obersummen und zur Visualisierung der Treppenfunktionen in der Grafik verwenden. Es ermöglicht dadurch auch eine numerische Vorbereitung bzw. Veranschauli�chung des Integralbegriffs. An diesem Beispiel kann die Verwendung  der Tabellenkalkulation als Hilfe bei der Begriffsbildung dargestellt werden.

Unterrichtet habe ich in dieser Jahrgangsstufe nicht. Da die Durchführung im Unterricht nicht möglich war, habe ich, um wenigstens Erfahrungen beim Erstellen der Rechenblätter und Grafiken zu gewinnen, die Grafiken für diese Arbeit mit VIVITAB erstellt und dann weiterbe�arbeitet.

Didaktische Vorüberlegungen zur Integralrechnung

Da die Frage nach der Existenz des Flächeninhalts der Ordinatenfläche im Unterricht schwer zu motivieren ist,  liegt es nahe�, die Berechnung des Flächeninhalts zuerst zu behandeln. Auf�bauend auf dem aus der Sekundarstufe I bekannten Wissen über Flächeninhalte wendet man die Streifenmethode an. Die Annäherung der Ordinatenfläche durch Unter- und Ober�summen ent�spricht der Approximation durch Inhalte von eingeschriebenen und umschriebe�nen Polygonflä�chen. Dies ist den Schülern aus Flächeninhaltsberechnungen z. B. bei der Her�leitung der Kreis�fläche in der 10. Jahrgangsstufe bekannt.

Die dabei benutzten Methoden eröffnen die Möglichkeit, die Frage nach der Existenz des Flä�cheninhalts im Anschluß zu thematisieren. Dem elementaren Verständnis der Flächeninhalts�messung entspricht die Riemann-Integrierbarkeit als Antwort auf diese Frage. Zur Ent�wicklung der Integraldefinition nach Riemann-Darboux kann man zwei Wege gehen:

Benutzt man dazu Riemannsche Summen�, so definiert man das Integral mit Hilfe des Grenzwertbegriffs. Da es zu jeder Zerlegung jedoch unendlich viele Riemannsche Summen gibt, ist dieser Zugang recht kompliziert.

In der Schule sollte man der Benutzung von Unter- und Obersummen mit Hilfe des Supre�mumsbegriffs den Vorzug geben, da dies durch die Berechnung von Flächeninhalten moti�viert wird. Außerdem zeigt dieses Vorgehen Analogien zu den vertrauten Intervallschach�te�lungen. 

Behandlung der Streifenmethode (Entwurf des Verfahrens)

Die physikalische Größe Arbeit liefert (fächerübergreifende) Beispiele, mit denen die Flächen�berechnung motiviert und zur Streifenmethode hingeführt werden kann. Wirkt eine Kraft längs eines Weges s, so entspricht die Arbeit der Fläche unter dem Graphen im s-F-Dia�gramm. Im Spezialfall einer konstanten Kraft F (z. B. die Gewichtskraft) ist W = F(s, und es ergibt sich für W ein Rechteck. Im Falle F( s (z. B. bei der Schraubenfeder) erhält man ein Dreieck.� Andere anwendungsbezogene Beispiele lassen sich aus Grundstücken gewinnen, deren Begrenzungsli�nien durch Funktionsgraphen beschrieben werden können.

Man sollte zu Beginn nichtnegative, monoton steigende Funktionen mit Nulldurchgang wäh�len, da sich in diesem Fall die Polygonflächen leicht berechnen lassen. Die Höhe des einbe�schriebe�nen Rechtecks ist der Funktionswert am linken Ende des Teilintervalls und die Höhe des umbe�schriebenen Rechtecks ist durch den Funktionswert am rechten Ende des Teilinter�valls gege�ben. Bei monoton fallenden Funktionen ist es umgekehrt.  

��

Abbildung � SEQ Abbildung \* ARABISCH �4�: Grafik zur Obersumme
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Abbildung � SEQ Abbildung \* ARABISCH �5�: Grafik zur Untersumme



Für solche Funktionen lassen sich die Unter- und Obersummen leicht ermitteln:

Durch die Teilungspunkte x0  = a, x1  = a+h, ... ,xk-1  = b - h,  xk = b wird das Intervall [a,b] äquidistant in k Teilintervalle der Länge h = (b - a)/k  zerlegt. Eine Formel zur Berechnung des n-ten Teilungspunktes lautet x = a + (n -1)( h. Für jedes Teilintervall ist der Funkti�ons�wert am linken Intervallende x i und an der rechten Grenze xi+1 = x + h zu berechnen. Für wachsende Funktionen ist f(xii)( h die Fläche des einbeschriebenen Rechtecks und f(xi+1 )( h die Fläche des umbeschriebenen Rechtecks. Durch Addition dieser Rechtecksflächen erhält man die Unter- und Obersumme

                               � EINBETTEN Equation.2  ���. 

















    Abbildung � SEQ Abbildung \* ARABISCH �6�: Grafik zu Ober- und Untersummen

�

Der Inhalt der gesuchten Ordinatenfläche muß zwischen diesen Zahlenwerten liegen, also � EINBETTEN Equation.2  ���.





















Der Unterschied zwischen Obersumme und Untersumme ist an den weißen „Fehler�recht�ecken“ erkennbar. Sie ergeben zusammenge�schoben ein Rechteck mit der Breite h und der Höhe f(b) - f(a). Bei einer Zerlegung des Intervalls [a,b] in k Streifen beträgt die Differenz zwischen Ober- und Untersumme 

              � EINBETTEN Equation.2  ���  .

Die Abweichung der Obersumme bzw. Untersumme vom exakten Flächeninhalt kann daher maximal D  betragen.  

Nachdem im Unterricht die Ober- und Untersummen anhand eines konkreten Beispiels aus�führlich behandelt wurden, kann man die Tabellenkalkulation als Rechen- und Zeichenhilfe bei weiteren Aufgaben benutzen und den Begriff des Flächeninhalts vertiefen.

Realisierung der Streifenmethode mit VIVITAB

Die Einführung der Schüler in VIVITAB und erste Übungen sollten vor der Kollegstufe ge�schehen. Als Einführungs- bzw. Wiederholungsbeispiele sind Aufgaben aus der Zinsrechnung unter Verwendung des Betrages und der Summationsfunktion geeignet. 

Wenn man zur Berechnung auf dem Papier eine ausführliche Tabelle für die benötigten Funk�tionswerte und Zwischenergebnisse der Ober- und Untersummen anlegt, kann diese als Ent�wurf  des Rechenblatts dienen.

Um die Realisation in VIVITAB für verschiedene Aufgabenstellungen verwenden zu können, trägt man am besten im Rechenblatt in die Vereinbarung die Grenzen a und b des Inte�gra�tionsintervalls [a,b] und die gewählte Schrittweite k ein. Es sind dann k Zeilen für die Be�rech�nung erforderlich.

Bei der obigen Formel� für die Teilungspunkte ist der Startwert x(1) automatisch die linke Intervallgrenze a. In jeder Zeile werden von links nach rechts für ein neues Teilintervall [x, xs] die Funktionswerte am linken Endpunkt x und am rechten Endpunkt xs = x + h berechnet. Die Fläche der approximierenden Rechtecke werden zur Unter- bzw. Obersumme addiert. Mit der Summationsfunk�tion S(x) � von VIVITAB lauten die Spaltenformeln Usum = S(f(x)*h) und Osum = S(f(xs)*h).

Für Visualisierung der Treppenfunktionen in der Grafik wählt man Darstellen von y und ys als linksbündige Säulen mit flexibler Breite. Die einbeschriebene Säule kann schat�tiert werden. Diese Einstellungen werden mit der Tabelle abgespeichert. Die nach einer Ver�ände�rung der Funktion neu vorzunehmenden Eintragungen werden im nächsten Abschnitt bei der Benutzung des Rechenblattes erläutert. 

Im Anhang sind Beispiele für einige - monton steigende bzw. fallende - Funktionen mit ver�schiedenen Streifenzahlen und Integrationsintervallen zu finden.

Bei dem Programm INT6 sind durch eine if-Anweisung beide Fälle von Monotonie zugelas�sen. Allerdings muß die Streifenzahl so gewählt werden, daß die Extremstellen der Funktion Tei�lungspunkte sind. Will man auch für Funktionen mit negativen Funktionswerten die Ordi�naten�fläche berechnen, so sind in der bedingten Anweisung die Funktionswerte durch ihre Beträge zu ersetzen (vgl. INT7).

Die Programmierung des Rechenblattes zur Streifenmethode ist zwar umfangreicher, aber nicht wesentlich schwieriger als die anderen in dieser Arbeit vorgestellten Beispiele in niedri�geren Jahrgangsstufen. Wenn die Schüler bereits Erfahrung mit der Tabellenkalkulation ha�ben, könnte man die Tabelle durchaus von allen Schülern in Partnerarbeit in einer Unter�richts�stunde erstellen lassen. Eine weniger anspruchsvolle Möglichkeit besteht darin, die Schüler das vorgegebene Rechenblatt für monton steigende Funktionen für monoton fallende abän�dern zu lassen. Die Erstellung der Grafik dagegen ist wegen der Darstellungsform Säule kom�plexer. Hier sind Bedienungsschwierig�kei�ten für Schüler nicht auszuschließen.

Benutzung des Rechenblattes  zur Abschätzung von Flächen im Unterricht

Zur Berechnung der Ordinatenfläche einer Funktion ist entsprechend ihrer Eigenschaften ein Rechenblatt auszuwählen. In die Vereinbarung trägt man die Funktion und das Integrationsin�tervall ein. Läßt man die Tabellenkalkulation zeilenweise berechnen, so kann man schrittweise die Aufsummierung der Treppenflächen verfolgen. Bei der Option wiederholt rechnen mit der Abbruchbedingung x = (b - h) wird sofort das Endergebnis berechnet und man kann aus der letzten Zeile die Werte für Unter- und Obersummen entnehmen. 

Anschließend kann man sich in einem Grafik-Fenster den Funktionsgraphen vom Funkti�ons�plotter zeichnen und die Treppenfunktionen (auch schrittweise mit Taste�) veran�schau�lichen lassen.

Zuvor gibt man als Grenzen für die x-Achse im Koordinatensystem am einfachsten a und b ein. Die verein�barten Integrationsgrenzen werden dann übernommen. Durch Eingabe von min(y) und max(y)als Bereichsgrenzen für die y-Achse wird die Einteilung auto�matisch so gewählt, daß der Platz gut ausgenutzt wird.� Allerdings muß man kontrollieren, ob für alle darzustellenden Funktionen der Wertebereich übereinstimmt und der Nullpunkt gemeinsam ist. y darf nicht als Linie dargestellt werden. Da die Eintragungen z. T. von VIVITAB verändert werden, kann es zu verwirrenden Effekten kommen. War nur die Dar�stel�lung am Bildschirm falsch, so muß die Grafik vom Benutzer selbst gelöscht werden.

Einsatz von VIVITAB zur Vorbereitung des Integralbegriffs

Läßt man den PC für die gleiche Funktion und das gleiche Intervall die Berechnung mehrmals mit zunehmender Streifenzahl durchführen, so kann man beobachten, daß die Werte für die Obersumme abnehmen, und diejenigen für die Untersumme zunehmen. Um die immer genauer werdende Abschätzung deutlicher zu machen, habe ich in der Tabelle die Spalte D = Osum-Usum eingeführt. Für verschiedene Programmdurchläufe mit wachsendem k vergleicht man jeweils den abnehmenden „Gesamtfehler“ in der letzten Zeile dieser Spalte. Durch die Grafik wird dies noch zusätzlich veranschaulicht.

Auf diese Weise kann durch fortlaufende Erhöhung der Streifenzahl „experimentell“ bei meh�re�ren Programmläufen die Bildung des Integralbegriffs vorbereitet werden. Die Approxima�tion verläuft allerdings relativ langsam. Auch wenn gewisse Beweisprinzipien (z. B. fortge�setzte Intervallhalbierung) zugleich effiziente Algorithmen darstellen, kann der Computer damit nicht den Existenzbeweis erbringen, daß für alle denkbaren Verfeinerungen der Zerle�gung in Recht�ecksummen ein Grenzwert existiert. 

Für die Gestaltung des Unterrichts in dieser Anwendungsphase gibt es verschiedene Möglich�keiten. Wenn das Rechenblatt nicht von allen Schülern programmiert wurde, kann der Lehrer selbst oder ein progammiererfahrener Schüler ein vorbereitetes Rechenblatt vorstellen. Dieses können dann alle Schülern zur selbständigen Berechnung von Ordinatenflächen für verschie�dene Streifenzahlen, Integrationsintervalle und Funktionen verwenden. Steht ein mobiler PC mit Display zur Verfügung, so kann man die Anwendung des fertigen Programms auch „nur“ vorführen. Die Rechenblätter mit if-Anweisungen kann man zur Demonstration im Leistungs�kurs verwenden. 

Die Entscheidung für eine Variante wird von der Erfahrung der Schüler mit VIVITAB und der zur Verfügung stehenden Zeit abhängen. Wegen der zahlreichen Fehlerquellen (s.o.) dürften sich in jedem Fall die größten Bedienungsschwierigkeiten für Schüler nach Änderung des Inte�grationsintervalls bzw. der Funktion bei der Grafik ergeben.

Numerische Integration

Läßt sich ein bestimmtes Integral nicht oder nur mühsam mit Hilfe bekannter Funktionen „in geschlossener Form“ auswerten, ist man auf zahlenmäßige Näherungen angewiesen. Die Ab�schätzung mittels Ober- und Untersummen ist ungeeignet wegen des erforderlichen ho�hen Rechenaufwands.

Die Behandlung numerischer Integrationsverfahren in der Schule ist zum einen mit der zuneh�menden Bedeutung des algorithmischen Denkens zu begründen. Sie bietet aber auch ein Ge�gen�gewicht zu der kalkülorientierten Behandlung der Integralrechnung und ermöglicht die Ein�beziehung von anwendungsbezogenen Problemen.�

Die Interpolation einer gegebenen Funktion durch eine ganzrationale Funktion wird man in der Schule nicht behandeln können. Die (auf Interpolation durch eine lineare bzw. quadrati�sche Funktion beruhenden) Trapezformeln, die Keplerformel und die Simpsonsche Regel sind je�doch unmittelbar anschaulich und für die Behandlung der numerischen Integration im Grund- oder Leistungskurs gut geeignet. Die Tabellenkalkulation kann in diesem Zusammen�hang als Rechen- und Zeichenhilfe eingesetzt werden.

Trapezformeln

Eine naheliegende Möglichkeit, die durch Unter- bzw. Obersumme erhaltene Näherung für die Ordinatenfläche einer stetigen Funktion zu verbessern, besteht in der Ersetzung durch die „Mittelpunktssumme“. Man wählt als Höhe der approximierenden Rechtecke den Funktions�wert in der Mitte des Integrationsintervalls und erhält als Näherung für das gesuchte Integral

                                                  � EINBETTEN Equation.2  ���.

Die rechte Seite läßt sich geometrisch deuten als Inhalt des Rechtecks über [a,b] mit der Höhe � EINBETTEN Equation.2  ���, oder aber des Trapezes, dessen Schrägseite durch die Tangente an  y = f(x) in dem Punkt � EINBETTEN Equation.2  ��� gegeben ist. Daher bezeichnet man diese Formel als Rechteckfor�mel, Mittelpunktsformel oder Tangententrapezformel. � 

�



Abbildung � SEQ Abbildung \* ARABISCH �7�: Grafik zum Rechteckverfahren	

�



Abbildung � SEQ Abbildung \* ARABISCH �8�: Grafik zum Sehnentrapezverfahren 	





Ersetzt man die Kurve y = f(x) durch ihre Sehne von  x = a nach x = b, so erhält man eben�falls ein Trapez. Es hat den Flächeninhalt

                                  � EINBETTEN Equation.2  ���.   

Diese Näherung nennt man die Sehnentrapezformel.

Eine Genauigkeitssteigerung erhält man durch äquidistante Zerlegung des Integrationsinter�valls [a,b] in k Teilintervalle der Länge h = (b - a)/k. Die Teilungspunkte sind dann xo  = a, �x1  = a+h, ..., xk = b. Die Anwendung der Trapezformel auf die Teilintervalle und Addition der Teilintegrale liefert die allgemeine Sehnentrapezformel

         � EINBETTEN Equation.2  ���

und die allgemeine Tangententrapezformel  � EINBETTEN Equation.2  ���. 

�

Abbildung � SEQ Abbildung \* ARABISCH �9�: Grafik zur allgemeinen �	      Sehnentrapezformel

Beide Trapezformeln sind exakt für lineare Integranden. 

�

Abbildung. � SEQ Abbildung \* ARABISCH �10�: Grafik zur allgemeinen 

                        Mittelpunktsformel



Da die Tangententrapeze über die Länge ihrer Mittelordinate berechnet werden, können auch uneigentliche Integrale, deren Integrand am Ende des Integrationsintervalls nicht definiert ist, berechnet werden.

Der durch die Sehnentrapezformel gegebene Näherungswert ist genau das arithmetische Mittel von Unter- und Obersumme. Die Abweichung des Näherungswertes T vom exakten Integral kann also nur � EINBETTEN Equation.2  ��� betragen. Damit ist eine a priori-Abschätzung des Ver�fahrensfehlers bzw. der für eine vorgegebene Genauigkeit nötigen Streifenzahl mög�lich.

Rundungsfehler haben nur einen geringen Einfluß, denn da in beiden Formeln nur addiert wird, kann es nicht zur Auslöschung kommen.

Keplersche Formel und Simpsonformel

Der typische Simpson-Ausdruck läßt sich am einfachsten über die Fläche unter einer Parabel, die durch zwei symmetrisch zur y-Achse liegende Stützpunkte gelegt wird, herleiten:

Es sei q(x) = ao +  a1x + a2 x 2  die eindeutig bestimmte quadratische Funktion, die in den Punkten � EINBETTEN Equation.2  ��� die Funktionswerte � EINBETTEN Equation.2  ���annimmt. Bei der Berech�nung der Ordinatenfläche unter der Parabel� heben sich die Konstanten ao ,  a1 und a2 weg.

                               � EINBETTEN Equation.2  ���

Man erhält die Keplersche Formel �

                                � EINBETTEN Equation.2  ���.



Hier wird die Approximation durch Zerlegung des Integrationsintervalls [a,b] in eine gerade Zahl k = 2m von Teilintervallen der Länge h= (b - a)/k und Anwendung der Keplerformel auf jedes Teilintervall verbessert. Man approximiert den Graphen stückweise durch eine Parabel mit den Stützstellen xi , xi+1 und xi+2 und berechnet die Näherungswerte Si für die Integrale über die Intervalle [xi ,xi+1]�                                         � EINBETTEN Equation.2  ���.

Da die Zerlegung äquidistant ist, läßt sich die Summe der Näherungswerte vereinfachen zur Simpsonformel �

� EINBETTEN Equation.2  ���.

Sie ist möglich für analytisch gegebene Integrale, die auf der Schule nicht auswertbar sind, wie � EINBETTEN Equation.2  ���. Dieses Integral begegnet den Schülern in der Wahrscheinlichkeitsrechnung wie�der. � EINBETTEN Equation.2  ���  liefert eine Wertetabelle für den Logarithmus im Intervall [1,b]. Im Anhang fin�den sich Rechenblätter zu diesen und weiteren Integralen. Auch empirische Funktionen, die durch Wertetabellen von Stützpunkten gegeben sind, können damit näherungsweise integriert werden. Die Simpsonformel wurde bis zur Einführung der Mikrocomputer am häufigsten be�nutzt. Sie ist exakt für Polynome bis zum Grad 3. 

Für die Programmierung mit VIVITAB ist die obige Formel nicht gut geeignet. Günstiger ist es, den Zusammenhang mit der Mittelpunkts- und Sehnentrapezformel zu benutzen. Bei einer monoton wachsenden Funktion ist die Fläche des Sehnentrapezes größer und die des Tangen�tentrapezes geringfügig kleiner als das Teilintegral. Daher ist der gewichtete Mittelwert S = (M+2T)/3 eine bessere Näherung.� Durch Anwendung der Sehnentrapezformel zur nähe�rungs�weisen Berechnung des Integrals für das Interpolationspolynom ist leicht die Äquivalenz mit der obigen einfachen Simpsonformel zu beweisen. 

Durch die Einbeziehung von Ableitungen� kann die Genauigkeit dieser Quadraturformeln ver�bessert werden. Aufbauend auf der Sehnentrapezformel erhält man durch fortgesetzte In�ter�vallhalbierung das äußerst effiziente Romberg-Verfahren�. Eine Behandlung dieser Ver�fahren sprengt aber den Rahmen der Schulmathematik.

Quadraturfehler- Güte der Näherungen

Die Abweichung des Näherungswertes vom exakten Integral bezeichnet man als Quadratur�feh�ler. Man berechnet ihn durch Integration des Verfahrensfehlers. Eine Quadraturformel hat die Ordnung p, wenn die Abweichung des Näherungswertes vom exakten Integral mit der p�ten Potenz von h abgeschätzt werden kann.� 

Für eine zweimal stetig differenzierbare Funktion kann man auf [a,b] für die Trapezformeln die Abschätzungen                   � EINBETTEN Equation.2  ���   

mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung herleiten. Für die Simpson-Formel  gilt für eine viermal stetig differenzierbare Funktion                               � EINBETTEN Equation.2  ���.

Im Gegensatz zu den Trapezformeln, die Quadraturformeln 2. Ordnung sind, ist die Simpson-Formel eine Näherungsformel 4. Ordnung. Eine Verkleinerung der Schrittweite h bewirkt hier eine wesentlich stärkere Verbesserung der Approximation.

Auf die Herleitung von Formeln für die Fehler und die Konvergenzordnung wird man im Un�terricht� nicht eingehen. Eine Vorstellung von der Genauigkeit der einzelnen Quadratur�for�meln kann man aber schon im direkten Vergleich der von VIVITAB gelieferten Ergebnisse gewinnen.

Realisierung in VIVITAB

Bei der Realisierung der numerischen Integration mit der Tabellenkalkulation legt man statt der Länge der Teilintervalle besser die Grenzen des Integrationsintervalls a und b und die An�zahl der Teilintervalle k in der Vereinbarung fest und läßt daraus die Länge der Teilintervalle durch h = (b - a)/k berechnen.

Bei der Verwendung der (zusammengesetzten) allgemeinen Formeln sind zwar weniger Re�chenschritte nötig, die Programmierung ist aber wesentlich komplizierter. Wegen der unter�schiedlichen Koeffizienten vor den einzelnen Summanden sind Fallunterscheidungen durch �if-Anweisung erforderlich. Da die hier vorgestellten Realisierungen für den Einsatz in der Schule gedacht sind, habe ich mich entschieden, als Spaltenformeln die leichter zu durch�schauenden einfachen Formeln zu verwenden. Daher habe ich die zusätzlichen Additionen in Kauf genommen und die Teilnäherungen aufsummiert.

In jeder Zeile wird nach einer Näherungsformel ein Teilintegral über ein Teilintervall [x, x+ h] berechnet und zum Näherungswert addiert. Läßt man die Tabellenkalkulation wieder�holt rechnen mit der Abbruchbedingung  x = b - h, so wird sofort das Endergebnis be�rechnet.

In möglichst einfacher und für VIVITAB verständlicher Syntax lauten die Spaltenformeln

                                � EINBETTEN Equation.2  ���

                                 � EINBETTEN Equation.2  ���

                                 � EINBETTEN Equation.2  ���.

Im Anhang finden sich Beispiele für die näherungsweise Berechnung von Integralen durch nu�merische Integration. Da in der Formel für S die Werte für M und T benötigt werden, erlau�ben die Rechenblätter zur Simpsonformel auch einen schnellen Vergleich der Ergebnisse für alle drei Verfahren.

Anwendungsphase im Unterricht

Die verschiedenen Varianten des Einsatzes im Unterricht entsprechen den bereits bei den Ober- und Untersummen beschriebenen. Zahlreiche Aufgaben zur numerischen Integration finden sich in den Analysis-Schulbüchern Keil/Kratz/Müller/Wörle, Kroll/Vaupel und SIGMA.� 

Die Trapezformeln kann man auch graphisch veranschaulichen. Die „Mittelpunktssumme“ kann direkt als Säule dargestellt werden. Die Sehnentrapeze erzeugt man durch Anzeigen von y = f(x) als Linie und gleichzeitig als 1 mm breite, zentrierte Säule. Die Grafik vermittelt auch ein Vorstellung von der Genauigkeit des Verfahrens bei der numerischen Integration von  Funk�tionen mit verschiedenen Streifenbreiten. 

Die Verfahrensfehler dieser Näherungsmethoden nehmen mit zunehmender Streifenzahl ab. Trotzdem ist die Erhöhung der zwangsläufig endlichen Anzahl von Streifen nicht unbegrenzt sinnvoll, da die auftretenden Rundungsfehler zu falschen Ergebnissen führen können. Dies sollte man den Schülern an geeigneten Beispielen aufzeigen,  z. B. durch Test an Funktionen, deren exakter Integralwert bekannt ist.

�Abschließende Wertung

Abschließende Wertung

Die auf meinen eigenen Erfahrungen beruhende Einschätzung von Vor- und Nachteilen des Einsatzes des Tabellenkalkulationsprogramms VIVITAB im Mathematikunterricht habe ich bereits im Zusammenhang mit der Darstellung der einzelnen Beispiele angesprochen. Hier sol�len abschließend noch allgemeine Konsequenzen gezogen werden.

Die Besuche im Computerraum hatten stets eine motivierende Wirkung auf die Schüler. Der Anreiz lag dabei neben der Beschäftigung mit dem Computer auch in der Möglichkeit, selbst tätig zu werden. Es taten sich immer wieder Schüler hervor, die sonst im Mathematikun�ter�richt höchstens mittelmäßige Beiträge erzielten. 

Meine Erfahrungen in der Klasse 6b zeigten, daß VIVITAB als Einstieg in die Arbeit mit dem PC nicht geeignet ist. Sind jedoch Vorkenntnisse im Umgang mit mausgesteuerten Pro�grammen vorhanden, so können die Schüler problemlos am Beginn der Mittelstufe in die Be�dienung von VIVITAB eingeführt werden. Durch wiederholten Einsatz können sie so in Stu�fen ler�nen, immer komplexere Aufgaben mit der Tabellenkalkulation zu lösen. Die Grafik ist leider wegen ihrer umfangreichen Möglichkeiten schwerer zu bedienen. 

Um das experimentelle Lernen in geordnete Bahnen zu lenken, sollte man die Schüler dabei durch ein Arbeitsblatt anleiten. Die darauf notierten Ergebnisse können beim anschließenden Ver�gleich als Grundlage dienen. Eine Kontrolle der erstellten Programme auf dem PC erwies sich wegen des zeitlichen Aufwandes und der im Netzwerk vor fremden Zugriff nicht ge�schützten Daten als nicht praktikabel. 

Vorausgehende Einführungen und Erklärungen im Klassenzimmer erwiesen sich als wirkungs�voller als solche, die im Computerraum gegeben wurden. Wenn Schüler mit größerer Com�puter-Erfahrung ihren Mitschülern helfen, können die schwächeren Schüler vermehrt Un�ter�stützung bekommen und soziale Schlüsselqualifikationen wie Fähigkeit zur Teamarbeit werden gefördert. 

Von der großen Rechengeschwindigkeit des Computers geblendet, neigten viele Schüler dazu, die Möglichkeiten dieses Hilfsmittels zu überschätzen bzw. die erhaltenen Ergebnisse kritiklos hinzunehmen. Diesen Gefahren kann gezielt entgegengewirkt werden. Wenn ein Al�gorithmus eine leicht einzusehende Fehlerabschätzung ermöglicht, kann man sie im  Rechen�blatt „sicht�bar machen“, um die Schüler zu einer Reflexion und Bewertung der vom PC ausge�ge�benen Ergebnisse anzuregen. 

Der Computereinsatz im Mathematikunterricht per se verlangt eine sorgfältige und zeit��auf�wendige Vorbereitung. Dies rührt zum einen daher, daß man sich als Lehrer erst selbst in die Programmierumgebung einarbeiten muß. Zum anderen sollte man den gesamten Ablauf  bis ins kleinste Detail vorher am Demonstrations-PC bzw. am Schüler-PC im Computerraum testen.� Sonst erlebt man möglicherweise (wegen einer anderen Programmversion, anderer Verzeichnisstruktur etc.) überraschende Schwierigkeiten. Dies gilt um so mehr, da das GEM-Desktop bei mir gelegentlich nicht erklärbare Probleme bereitete.

Die Unterrichtseinheit muß langfristig geplant werden. Die Reservierung des mobilen PCs bzw. des Computerraumes verlangt eine Festlegung des Termins. Wenn man bereits im Vor�aus beim Entwurf des Algorithmus auf für den Computer geeignete Schreibweisen und Kon�stantenna�men zu achtet, wird den Schülern die spätere Übertragung ins Rechenblatt erleich�tert.

Wegen des großen zeitlichen Aufwandes für die Einführung von VIVITAB und der positiven Erfahrungen in der Klasse 10b würde ich VIVITAB, wenn möglich, wiederholt nutzen. Es erscheint mir wün�schenswert, daß VIVITAB eine breitere Verwendung im Mathematik�unterricht mög�lichst vieler Lehrkräfte finden würde. 
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� 	Die von zahlreichen Autoren geforderten Veränderungen der Lehrpläne sollen hier nicht diskutiert werden. 

�	Vgl. Arbeitskreis (1), S. 9

�	Siehe: Scheuermann (94), S. 63f

� 	Aus: Lehrplan (90), S. 167

�	Aus: Weigand (94), S. 46 f.

�	Vgl. Weigand (94),  S. 58

� 	Aus: von Pape (87), S. 35

� 	Andraschko (94)

� 	VIVITAB-Menüpunkte sind im Text durch die Schrift „Courier“ gekennzeichnet (z. B. Datei).

�	Aus: Arbeitskreis (1), S. 67

�	Vgl. Barth/Pohlmann (86), S. 106f. sowie Klingen (85),  S. 86 ff.

�	Beim Thema Prozentrechnung kann VIVITAB sehr gut zur Demonstration der Zinseszinslawine und der Tilgung von Hypotheken eingesetzt werden (vgl. Handreichungen II 1994). In der Kollegstufe kann man die Verzinsung auch zur Hinführung zu einer Berechnung der Zahl e mit der Tabellenkalkulation benutzen. Vgl. Arbeitskreis (1).

�	Will man zur Demonstration im Unterricht einen Algorithmus programmieren, für den mehrere Spalten mit kom�plizierteren Spaltenformeln nötig sind, kann man sich durch Aufrufen des Modell-Editors einen Überblick ver�schaffen. Die hier eingegebenen Spaltenformeln werden in die Tabelle übernommen. Da für Anfänger der Bezug zur Tabelle wichtig ist, habe ich diese Funktion den Schüler vorenthalten. Im Umgang mit VIVITAB erfahrene Schüler höherer Jahrgangsstufen könnten den Modelleditor möglicherweise als Erleichterung beim Programmieren empfinden. Wenn im Unterricht komplexere Programme erstellt werden, die eventuell zu einem späteren Zeitpunkt wieder aufge�griffen werden, kann eine Dokumentation in der Erklärung sinnvoll sein (vgl. Programme im Anhang). Leider ist der Editor unkomfortabel.

� 	Lehrplan (91) S.1204

�	Vgl.  Locher (93)

� 	Aus: Lehrplan (91), S. 1213

� 	Aus: Lehmann (85), S. 57

� 	Den in VIVITAB als Divisionszeichen verwendeten Schrägstrich habe ich in dieser Arbeit an einigen Stellen zur Vereinfachung benutzt.

�  Vgl. Penßel (92), S.138

�	Da in VIVITAB der Buchstabe a bereits als Spaltenvariable voreingestellt ist, gibt es eine Fehlermeldung, wenn man die Konstante a benutzt. Daher habe ich den Buchstaben R für den Radikand gewählt.

�	Durch Verwendung der if-Anweisung kann man dem Benutzer des Programms die Eintragung des Radikanden als Startwert abnehmen. Diese Variante scheint mir jedoch weder für die Erstellung des Rechenblattes durch Schüler noch für die Demonstration durch den Lehrer sinnvoll. 

�	Mit der Abbruchbedingung  f < eps bricht VIVITAB die Berechnung ab, wenn die in der Vereinbarung eingetragene Genauigkeit eps erreicht ist

�	Bei der Programmversion VIVITABC sind es 15-16, bei VIVITAB nur 11-12 Stellen

�	Vgl. Engels (85), S. 37 ff.

�	Vgl. Engels (85), S. 37 - 40

�	Da in VIVITAB die Zeilennummer mit n bezeichnet wird, verwendete ich diesen Buchstaben im Unterricht nur als Laufindex, um spätere Verwechslungen zu vermeiden.

�	Vgl. Dürr (89), S.192 

�	Vgl. Arbeitskreis (2), S.48 ff

�	Vgl. Lehrplan (91), S. 1222

�	Vgl. Keil (96),  S. 138

� 	Vgl. Herzberger (85), S. 55

�	Das Newtonverfahren hat die Konvergenzordnung 2, das Bisektionsverfahren ungefähr 1,6. Vgl. Locher (93), S.36 f.

� 	Vgl. Lehrplan (91), S. 1229 und 1241

� 	Vgl. zu diesem Abschnitt Knoche (86): Kap. VI

�	Vgl. Knoche (86), S. 254 ff.

�	Keil (92) wählt den  Zusammenhang zwischen Geschwindigkeit und Weg als Einstieg. Die Arbeit als Beispiel für das Integral in der Physik wird dort bei weiterführenden Betrachtungen auf  S. 237 behandelt.

�	Man kann auch  x = #x + h verwenden. In diesem Fall ist aber das Eintragen des Startwertes erforderlich. 

� 	In jeder Zeile wird der Wert des Terms x berechnet und zum Wert der letzten Zeile addiert.

� 	Das ist nur für sehr kleine Streifenzahlen oder bei nicht montonen Funktionen sinnvoll.

� 	Dies geht nur, wenn die Spalte y = f(x) im Rechenblatt existiert. Sie wird in den Rechenblättern zum Tangententrapezverfahren (s.u.) nur für die Grafik benötigt.

�	Vgl. Knoche (86) Kap. VI

�	Es handelt sich um eine Quadraturformel vom offenen Typ mit einer Stützstelle.



�	Vgl. Keil (92), S. 217	

�	Sie kommt bereits implizit bei Johannes Kepler in seiner „Stereometrie der Fässer“ vor und wird daher von einigen Autoren als Keplersche Faßregel bezeichnet. Vgl. dazu Röding (94), S. 14.

�	Dies ist eine Quadraturformel 2. Ordnung, da ein quadratisches Interpolationspolynom verwendet wurde.

�	Bei Betrachtung der Grafik wird dies offensichtlich. Ein Beweis kann durch Einsetzen der (einfachen) Formeln erbracht werden. Vgl. dazu Glaser (83).

� 	Vgl. Kroll (86), S. 168

�	Vgl. Gaitsch (86), S. 109 oder Otto (85)

� 	Vgl. Martensen (92), §8

�  Kroll/Vaupel gehen in ihrem Schulbuch [Kroll (86)] in Kapitel 6.2 ausführlich auf den Einfluß von Verfahrens- und Rundungsfehlern ein. 

� 	Vgl. Keil (76): Kapitel 9; Kroll (86): Kapitel 6.2 und Glaser (83): Kapitel 6.7

� 	Am eigenen PC zuhause sind die schulnetzwerkspezifischen Umgebungsvariablen und Netzwerkfehler nicht �ab�schätzbar, die dann aber im Schuleinsatz den Unterrichtsablauf erheblich stören können.
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