Das Einfache im Komplexen finden

Minimalismus in Mathematik

und Informatik

Lothar Budach
Universitat Potsdam
Institut fir Informatik
Am Neuen Palais 10
14415 Potsdam

Tel.: (0331) 977 16 08
Fax.: (0331) 977 17 20

E-mail: Ibudach@haiti.cs.uni-potsdam.de

Minimalismus in der Kunst und Wissenschaft
Veranstaltungsreihe zum fiinfjahrigen Bestehen des interdisziplinaren Zentrums
fiir kognitive Studien in Zusammenarbeit mit dem alten Rathaus Potsdam und

dem Waschhaus Potsdam e.V.

8. Juni 1999



Prinzip der Einfachheit

Wahle unter allen Erklarungen einer Erscheinung die Ein-
fachste aus.

DAviD HILBERT:
.das Klare und leicht FaBliche zieht uns an, das Verwickel-
te schreckt uns ab”

Die Erklarung fiir diese Neigung des Menschen zum Einfa-
chen liefert die Psychologie: GEORGE MILLER wies 1956
nach, daB die Gedachnisspanne des Kurzzeitgedachnisses
etwa

magical number =7+ 2

chunks betrdgt. Dabei ist ein chunk (Brocken, Klumpen)
eine durch ein einheitliches Symbol adressierbare Gedachnis-
gruppe. Der spezifische Inhalt der chunks ist irrelevant fiir
die Gedachnisspanne.



Softwarekrise:

Widerspruch zwischen der Komplexitat moderner industri-
eller Softwareprobleme und der intellektuellen Kapazitat
des Menschen.



Losung der Softwarekrise:

Suche nach iiberschaubaren, verstandlichen Losungen.

Die Moglichkeit dazu liegt in der Problemstellung selbst:
Komplexe Systeme sind in der Regel strukturiert. Selbst
chaotische Systeme weisen eine (rekursive) Struktur auf.
Die Aufdeckung bzw. Generierung der Struktur des Sy-
stems ist die wichtigste Aufgabe beim Softwaredesign.



Auch sehr komplexe Strukturen konnen
einfach beschrieben werden — Fraktale:

Sehr einfache mathematische lterationen konnen hochkom-
plexe geometrische Strukturen erzeugen

Beispiel: Julia-Mengen

f : C — C ein Polynom, etwa die folgende Funktion:
v f(r) =2 +c
/wei Moglichkeiten:

o ¢ ist Fluchtpunkt: f"(z) verlaBt mit wachsendem n
jeden Kreis um den Ursprung

e 1 ist Gefangenenpunkt: es gibt einen Kreis um den Ur-
sprung, der von f"(x) niemals verlassen wird.

Flucht- und Gefangenenmenge sind nicht leer. Die Grenze
zwischen beiden heiBt Julia-Menge



Selbst komplizierteste Bewegungen konnen
einfach beschrieben werden

Prinzip der kleinsten Wirkung (Hamiltonsches
Prinzip):

Sei L = L(Qh 42, - .- ,(Qs, le) qQa <. 7q.87t) — L(Qa Q7t) die
Lagrange-Funktion eines mechanischen Systems (Differenz
zwischen kinetischer und potentieller Energie des Systems).
Die Bewegung des Systems vom Zeitpunkt ¢; zum Zeit-
punkt ¢y verlauft in einer solchen Weise, dass die Aktion
oder Wirkung, d.h. das Integral

19
5 = / L(g.q,t)dt
t1

den kleinstmoglichen Wert annimmt.



Thomas S. Kuhns Theorie des Paradig-
menwechsels in der Geschichte der Wis-
senschaft

Neue wissenschaftliche Fakten zerstéren die Einfachheit
der Theorie. Die normale Wissenschaft sucht Belege fiir
einfache wissenschaftliche Paradigmen. Jeder, dem Para-
digma nicht etsprechende Fakt wird als Stérung der Har-
monie empfunden. Erst, wenn diese Storungen unertraglich
werden, ersetzt ein neue, einfache und alle bekannten Er-
scheinungen beschreibende Erklarung das alte Paradigma
(Wissenschaftliche Revolution).



Mathematik zwingt zur Vereinfachung und
nutzt sie als fundamentales methodisches
Prinzip

JACOB. T. SCHWARZ:

,Das Einfache im Komplexen finden, das Endliche im Un-
endlichen - das scheint mir keine schlechte Beschreibung
der Aufgabe und des Wesens der Mathematik zu sein.”

G. W. LEIBNIZ:

»Wenn die Mathematiker nicht alles gesagt haben was sie
sollten, so haben sie auch nichts gesagt, was sie nicht sa-
gen sollten. Wenn diejenigen, welche die anderen Wissen-
schaften gepflegt haben, die Mathematiker wenigstens in
diesem Punkte nachgeahmt hatten, wiirden wir sehr gliick-
lich sein”.



Die Mathematik bedient sich unterschied-
licher Methoden, das Einfache im Kom-
plexen zu erkennen, z.B.:

e Vereinfachung und ldealisierung

e Einfachheit als Kriterium fiir die Auswahl grundsatzli-
cher Probleme

e Veranschaulichung

e Verallgemeinerung und Axiomatisierung
e Vollstandige Induktion

e Erweiterung durch ideale Elemente

e Einfachheit in der Darstellung

e Abbildung auf einfachere Strukturen

e Unmoglichkeitsbeweise

e Definition einfacher (atomarer) Strukturen und Objek-
te, aus denen komplexe Strukturen aufgebaut werden
kdnnen



Vereinfachung und ldealisierung

Beispiel: Punkt

Korper, dessen AusmaBe man vernachldssigen kann. Ein
ganzer Planet kann als Punkt betrachtet werden. Ein be-

wegter Punkt ist durch seine Position ¢ = (z,z,y) und

<da: dy dz

durch seine Geschwindigkeit ¢ = (%7, dw%) = (z,y, 2)

charakterisiert.
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Vereinfachung und ldealisierung Il

Beispiel: Natiirliche Zahl

H. HASSE: ,,Nach KRONECKER hat sie der liebe Gott ge-
schaffen, nach DEDEKIND der menschliche Geist. Das ist
je nach Weltanschauung ein unlésbarer Widerspruch oder
ein und dasselbe.”

DEDEKIND: Zahl = Abstraktion einer Klasse gleichmachti-
ger Mengen.

Die gesamte Mathematik kann man letztendlich auf die
natiirlichen Zahlen reduzieren.

E. Borel:

Es ist bekannt, daBB die Kenntnisse des Menschen die Be-
zeichnung Wissenschaft in Abhangigkeit davon verdienen,
welche Rolle in diesen Kenntnissen die Zahl spielt”.
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Vereinfachung und ldealisierung Il

Komplizierteste Zusammenhange werden durch einfachste
Zeichnungen veranschaulicht.

Komplizierte Theorien gelten als bestatigt, wenn sie sich
an einfachen Beispielen bewahren

Komplizierte Algorithmen werden an einfachen Beispielen
getestet
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Vereinfachung und ldealisierung IV

Kolmogorov-Komplexitit:

Komplexitat der Beschreibung eines Sachverhaltes S: GroBe
C'(.S) eines kleinsten Programms zur Beschreibung von S.

Ein Objekt S der GroBe n (Zeichenkette aus n Zeichen
oder ein Bild aus n Pixeln) heiBt zufillig, falls C(S) ~ n

Ist.

S heiBt einfach, falls C'(S) beschrankt ist.
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Vereinfachung und ldealisierung V

Rechtfertigung der Einfachheit fiir Software-
tests:

Ein Softwaresystem, das sich beim Test durch kleine bzw.
zufillige Eingabeobjekte als korrekt erwiesen hat, ist kor-
rekt.
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Einfachheit als Kriterium fur die Auswahl
grundsatzlicher Probleme

DAvID HILBERT:

Ein alter franzosischer Mathematiker hat gesagt: Eine ma-
thematische Theorie ist nicht eher als vollkommen anzu-
sehen, als bis du sie so klar gemacht hast, dall du sie
dem ersten Mann erklaren konntest, den du auf der StrafBe
triffst. Diese Klarheit und leichte FaBlichkeit, wie sie hier
so drastisch fiir eine mathematische Theorie verlangt wird,
mochte ich vielmehr von einem mathematischen Problem
fordern, wenn dasselbe vollkommen sein soll.
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Veranschaulichung

Durch geeignete Veranschaulichungen werden mathemati-
sche Sachverhalte offensichtlich.

Beispiel: Der altindische Beweis des pythgoraischen Lehr-
satzes

a’ + b = ¢
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Verallgemeinerung und Axiomatisierung

Herausarbeiten fundamentaler, zumeist einfach formulier-
barer Gemeinsamkeiten unterschiedlicher komplexer Struk-
turen

DAvID HILBERT

Wenn uns die Beantwortung eines mathematischen Pro-
blems nicht gelingen will, so liegt haufig der Grund darin,
daB wir noch nicht den allgemeineren Gesichtspunkt er-
kannt haben, von dem aus das vorgelegte Problem nur als
einzelnes Glied einer Kette verwandter Probleme erscheint.
Nach Auffinden dieses Gesichtspunktes wird haufig nicht
nur das vorgelegte Problem unserer Erforschung zugangli-
cher, sondern wir gelangen so sogleich in den Besitz einer
Methode, die auf die verwandten Probleme anwendbar ist.
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Verallgemeinerung und Axiomatisierung ||

PYTHAGOREER, EUKLID (etwa 365 v.u.Z.):
Jede natiirliche Zahl ist Produkt von Primzahlen

R. DEDEKIND 1871:

In einer Hauptordnung eines algebraischen Zahlkorpers ist
jedes ldeal Produkt von Primidealen

E. LASKER 1905:

In einem Polynomring k|x1, xo, . .. , x,] ist jedes Ideal Durch-
schnitt von endlich vielen Primaridealen

Verallgemeinerung durch E. NOETHER 1919-1921:

In einem kommutativen Ring mit Teilerkettensatz ist jedes
|deal Durchschnitt von Primaridealen.
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Verallgemeinerung und Axiomatisierung 1|

Beweis des Noetherschen Zerlegungssatzes

Sei a ein nichtprimires Ideal. Es gibt Elemente b,c ¢ a
mit bc € a und b” ¢ a fiir alle natiirlichen Zahlen p. Sei
a,=a: (b”). Dann ist

aCal ga2... g apc

Wegen des Teilerkettensatzes gibt es ein p mit a, = a,,.
Daraus folgt aber

a=a,N(a+ (b)),

eine Durchschnittsdarstellung von a durch echte Oberidea-
le.
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Verallgemeinerung und Axiomatisierung IV

e Also ist jedes nichtprimare Ideal Durchschnitt echter
Oberideale.

e Sei 2 die Menge aller Ideale, die nicht Durchschnitt von
Primaridealen sind. Ist a € A, so ist a Durchschnitt
echter Oberideale, von denen natiirlich wenigstens ei-
nes in ¥ ist. Also ist jedes Element von 2l in einem
groBeren Element von 2 enthalten. Das geht wegen
des Teilerkettensatzes nicht. = 21 = ().
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Vollstandige Induktion

Die Vollstandige Induktion basiert auf dem folgenden Sach-
verhalt (5. Peanosches Axiom)

Sei U eine Teilmenge der natiirlichen Zahlen N.

e(0cU
oenclU=n+1€U

F n—+1
n

U

-

Dannist U =N
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Vollstandige Induktion Il

A |01 o (01
(0,0)/0 1|/(0,0)[0 0
Endlicher Automat: (0,1)/1 0//(0,1) 0 1
(1,0)|1 0/ |(1.0)]0 1
(1,10 1/|(11)]1 1
0,1)|0
1.0)|0
0,0)[0 0 1
0,1)]1 SRk
§1,0§ . 1.1)|1
(1,1)[0
0100101110
2 - 1010001011
0111011101

2 5(2, (a,(), bo)) + )\(Z, (CL(), bo)) =1+ ap + b()
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Vollstandige Induktion Il

A realisiert die Addition zweier binar kodierter Zahlen.

Beweis

Wir betrachten die Automaten %;,7 = 0, 1, die beide mit
2l iibereinstimmen und sich nur um den initialen Zustand
¢ unterscheiden. Sei 2;(a, 3) die Ausgabe von 2; bei Ein-
gabe von o und (3.

Sei N,, die Menge aller (n + 1)-stelligen Zahlen, die mit
einer Null beginnen.

Sei @ = ap1ay, .. .09, B =bypi1b, ... bp € N,o1.

o = api1ay...a1, B :=byp1b, ... b1 €EN,.

Es gilt

a = 2a’ + ag
B = 206"+ b
Q(i(()é, ﬁ) =2 Q[5(i,(a0,bo))(a,7 /8,) + )‘(OJOJ bO)
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Vollstandige Induktion IV

U={neN|Aa,0)=a+ [ +ifiri=0,1:}
o) el
encU=n+1€U,da

Ai(c, B) —
2 As(i (ag.bo)) (@5 B') + Ald, (o, bo))

2 (CY, + ﬂ, —+ 5(2, (CL(), b0)> —+ )\(Z, (ao, bo))
2 (&' 4+ B") +1i+ag+ b =
a+f+1
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Erweiterung durch ideale Elemente

Durch die Erweiterung der reellen Zahlen durch die Zahl
1 = v/ —1 vereinfachen sich viele Zusammenhange:

Die Funktionen

sin(x) = x—g—?—I—ﬁ—?—%—-“

cos(x) = 1—”5—?—#1—?——#---

¢ = l4r+L+Sn g
haben als reelle Funktionen wenig Gemeinsamkeiten.

Betrachtet man sie als komplexe Funktionen, so erhalt
man:
3 )

isin ¢ = i X —1 I +i 5 —+ -

5!

DN
InN

cos x = 1 —
e =1 +i ¢ +i°

DO —
e —

5

4!
+it oot 4 4

[\_3_|8 [\DlH

Da 72 = —1 ist, ergeben sich die Eulerschen Formeln:
,I’a;. o . .
e = COS T+ 18Il T
o eix+e—ix
Cos T = 5 —
el _ o1

Sl X — %
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Erweiterung durch ideale Elemente I

Aus den Potenzgesetzen folgen die Additionstheoreme

a*a¥ = a* TV =

cos (z +y) = ety 4 e=i@ty) / 9
— ez':l:eiy e e—z':z:e—z'y/ 2

= 2( (cosz +isinz)(cosy + isiny)
+ (cosx —isinz)(cosy — isiny))
:% COST COSY — SINTSINY + 1SN T COSY + 1 COST SINY
+ cosxcosy —sinrsiny — ¢sinxcosy — ¢ cos T siny)

/N

cos (x +y) = cos xcos y —sin xsin y
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Einfachheit in der Darstellung

Kommensurabilitat: Geometrische Darstellung rationaler Zah-

len
4e

3¢

2C

=~
N

HiPPASOS VON METAPONTUM (etwa 420 v.u.Z.) be-
wies, daB es nicht kommensurable Strecken gibt. Es heift,
das Pythagoras ihn dafiir zum Tode verurteilte. Er kam als
ein Gottloser im Meere um.
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Einfachheit in der Darstellung Il

V2 ist irrational

a
Pythagoriischer Lehrsatz: d? = 2a, d.h. d = /2a.

EUKLID im 10. Buch seiner Elemente: a ist zu d inkom-
mensurabel.
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Einfachheit in der Darstellung 11l

Sei d = pe, a = qe = pe = v/2a = V/2qe

p=1+2q, V2= g (p und g natiirliche Zahlen).

Annahme (stets moglich): p und ¢ teilerfremd.

p’=2¢",2lp° = 2[p=p=2r

p? = 4r? = 2¢° = 2r’ = ¢* = 2|¢?

2|q, g = 2s.

SchluBfolgerung: p und ¢ haben den gemeinsamen Teiler 2

Widerspruch!

ur dadurch zu erklaren, daB die oraussetzung
p= \/ﬁq, D, q falsch war.



Einfachheit in der Darstellung |

2 ist ein unendlicher
nichtperiodischer e i al ruch

2= 442 3 23 3 4
242 3 4

3 3 324 42

3 3 3432 4 2

Eiertio eZ itei edi eroderperiodi er
zi br



Einfachheit in der Darstellung

Kette br e twi el err | e /
—=3+—=3+
— 3+ — 34
2+ 3 2+ 3
3
:3—'— T :3—|— T
2
=3+ =3+ 2,2,
24 1



Einfachheit in der Darstellung |

A 2 Ke e br e wi e :
i rze de Py 242 A 242
er ib i + 2 d. . ﬁ. i
2+ 245
1 1
2+2+ﬂ 2+2+
P
- i
2 4 1 + 2222
2+2+
2
e Ke e

27 e pei di
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ildung auf einfachere tru turen

S die Gie e e d I e e
+p +gq
e S e el e e el I de
5 P p p 2
ot v v
LR T T N ’
e e d B iez ei
p? p?
T3 , 1
v e | dd e diel e
p+ p 2
12 5 9 q
elz
I e de iel e el

ee de
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ildung auf einfachere tru turen Il

de e | e e L e de ei -
e di e d vie e de e de ede,i dee
die vie i e e e pe i e ddie id
d e ( z e i e) e ed de
DEL E @) A TA LIA
A DANO E AT
HUDDE E VON S I N
AUS EULE E E
OouT
a C
1 3 3 )
q q p
Y/
q q p
Y/
: i e 1 e 1 el ze




ildung auf einfache e t u tuen lll

aloissche heorie

ee ie ziePy e ei e Ze
e z i e/ e e | | e
i e e i e A ii S i M0
| Vi i e e e e
Py | e e
i A i i eieA i e e i
e e i e e e Me e e A
i e v ie ei e ¢ e ( eieTei-
e ev e e 1 e e 1 e |
e )ee e eie e e ie eie
al | ie e e ev E ALOISei -

i i aloissche ruppev
e ezel e



ildung auf einfache e tu tuenl

eeieie zie Py

el e eje|l e e ev
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